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Geleitwort

Der Ubergang von der Schule zur Hochschule stellt insbesondere fiir das Stu-
dium der Mathematik ein zentrales Problemfeld sowohl unter fachmathema-
tischen als auch fachdidaktischen Gesichtspunkten dar. Bereits 1924 beklagte
Felix Klein in seiner mittlerweile viel zitierten ,,Doppelten Diskontinuitat®,
dass sich ,der junge Student ... am Beginn seines Studiums vor Probleme ge-
stellt [sieht], die ihn in keinem Punkte mehr an die Dinge erinnern, mit denen
er sich auf der Schule beschéftigt hat“. Das Problem ist sicherlich heute noch
immer vorhanden. In jiingster Zeit sind viele Initiativen und Projekte gestar-
tet und entsprechende , Briickenkurse“ entwickelt worden, die diesen Ubergang
unter verschiedenen Gesichtspunkten untersuchen und Hilfen anbieten (etwa
Bausch u. a. 2014, Roth u. a. 2015). Die Arbeit von Anna-Katharina Roos ist in
dieses Umfeld einzuordnen. Sie untersucht die Schwierigkeiten von Studieren-
den am Ubergang von der Schulanalysis zur Hochschulanalysis (Analysis I). Im
Mittelpunkt der Arbeit steht der Begriff des Extremwerts oder Extrempunktes
reeller Funktionen. Dies ist ein zentraler Begriff fiir viele mathematische Gebie-
te, insbesondere bei Anwendungen (Extremwert- oder Optimierungsprobleme),
er ist in ein Netz von weiteren zentralen Begriffen eingebunden (Monotonie,
Stetigkeit, Differenzierbarkeit), und es ist ein Begriff, der sowohl im Analysis-
unterricht der Schule als auch in der Analysisvorlesung der Hochschule eine
bedeutende Rolle spielt.

Der didaktische Hintergrund der Arbeit ist im theoretischen Konstrukt der
Grundvorstellungen zu sehen, das gerade in jingster Zeit im Rahmen der
Analysis theoretisch préazisiert wurde (Greefrath u.a. 2016). Dieses wird zum
einen in Bezug zu dem in der internationalen Didaktik etablierten Begriffs-
paar Concept Image/Concept Definition und den damit verbundenen Prototy-
pen in Beziehung gesetzt. Damit kdnnen Schwierigkeiten und Fehlvorstellungen
bei Studienanfingern im Rahmen der Entwicklung des Verstandnisses des Ex-
tremwertbegriffs aufgezeigt, auf der Grundlage der theoretischen Basis deren
Ursachen ergriindet und schliellich Vorschléage fiir Schule und Universitidt zum
Uberkommen dieser Schwierigkeiten unterbreitet werden. Grundvorstellungen
sind dabei in der normativen, Concept Images in der deskriptiven Ebene an-
gesiedelt. Zum anderen wird auf die Conceptual Change Theorie eingegangen,
die eine alternative Sichtweise auf (Fehl-)Vorstellungen und Vorstellungswech-
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sel bietet. Damit sind die fiir diese Arbeit wichtigen grundlegenden Theorien
zur Begriffsentwicklung gelegt. Die Forschungsfragen ergeben sich dann gut
begriindet aus den bisherigen theoretischen Uberlegungen und empirischen Er-
fahrungen.

Die Uberlegungen von Anna-Katharina Roos stellen insofern Neuland in der
didaktischen Forschung dar, als sie das vor allem im Rahmen der Schulma-
thematik entwickelte Grundvorstellungskonzept auf die Hochschulmathematik
iibertragen und dadurch die Weiterentwicklung der Begriffsvorstellungen beim
Ubergang von Schule zur Hochschule aufzeigen. Dabei erweist sich der von der
Autorin eingefiihrte — neue — Begriff der ,partiellen Grundvorstellung“ vor al-
lem im Hinblick auf unterschiedliche Sichtweisen von Begriffen in Schule und
Hochschule als &uferst hilfreich.

Die Ergebnisse der empirischen Untersuchung geben einen guten Einblick in
und Uberblick iiber die Probleme und Schwierigkeiten der Studierenden mit
dem Extremwertbegriff. Dabei werden insbesondere die Unzuldnglichkeiten
und Grenzen der in der Schule erworbenen Begriffsvorstellungen deutlich. Die
aufgestellten Fehlerkategorien sind dann der Schliissel zum Aufzeigen von Ur-
sachen dieser Schwierigkeiten. Die ausgewéhlten Beispiele zeigen vor allem die
Komplexitét, die mit einer vermeintlich einfachen Begriffsbildung wie der des
Extrempunkts verbunden ist. Es werden hier die Probleme der Studierenden
deutlich, die sich auf die Vielfalt des Begriffsnetzes, die verschiedenen Proto-
typen und die logische Struktur mathematischer Sétze zurtickfithren lassen.

Die in der empirischen Studie gefundenen Schwierigkeiten der Studierenden
werden dann — orientiert an der Conceptual Change Theorie — einerseits auf
Alltagserfahrungen und andererseits auf Schulerfahrungen zuriickgefithrt. Wah-
rend Alltagserfahrungen duBerst vielfaltig sein konnen (Sport, Werbung), kann
bei den Schulerfahrungen auf die Darstellung in Schulbiichern zuriickgegriffen
werden. Es werden vier in Bayern zugelassene Schulbiicher im Hinblick auf De-
finition und Behandlung von Extremwerten analysiert. Die Autorin stellt tiber-
zeugend dar, wie die Ergebnisse der empirischen Untersuchung eine Riickfiih-
rung auf die in der Schule vorhandenen lediglich partiellen Grundvorstellungen
erlauben. Auflerst interessant ist auch die von der Autorin als ,Nebenuntersu-
chung’ bezeichnete Fallanalyse, die zeigt, wie bei Studierenden am Ende ihres
Studiums der Einfluss der Schulmathematik immer noch eine tberraschend
dominante Rolle spielt. Dies ist eine Erkenntnis, die nach Gegenmafinahmen
in der Hochschulmathematik ruft!

Der Arbeit von Anna-Katharina Roos kann Nachhaltigkeit in verschiedene
Richtungen vorausgesagt werden, wobei die Ergebnisse dieser Arbeit weit iiber
den Extremwertbegriff hinausweisen. Auf der theoretischen Forschungsebene
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hat sich die Kombination aus Grundvorstellungskonzept und Concept Image/
Concept Definition-Theorie bewahrt und kann richtungsweisend fiir zukiinftige
Ansétze bzgl. eines Begriffsverstédndnis sein. Mit Hilfe der Conceptual Change
Theorie kann dann auch die zeitliche Entwicklung und notwendige Verédnde-
rung von Grundvorstellungen erklart werden. Auch sollten die Folgerungen fiir
die Schul- und Universitdtsmathematik im Hinblick auf Inhalt, Umfang und
Tiefe von Begriffsentwicklungen konstruktiv aufgegriffen werden.

SchlieBlich lasst sich der hier entwickelte Ansatz in vielfaltiger Weise weiterver-
folgen. Insbesondere wird hier eine Basis fiir eine grofiere quantitative Unter-
suchung zu Grundvorstellungen und einem entsprechenden Begriffsverstdndnis
gelegt.

\"‘\/&s'. G ‘:.;__,é,:o(w_,c_f;}
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1 Einleitung

In den letzten Jahren wurde in den Medien immer wieder berichtet!, dass der
Ubergang von Schule zu Universitéit in vielen Fachern Schwierigkeiten und
Herausforderungen mit sich bringt — insbesondere auch im Fach Mathematik.
Dies zeigt sich u. a. an der geringen Erfolgsquote von Mathematikstudierenden
(siche dazu Bericht des statistischen Bundesamtes 2015 (Statistisches Bundes-
amt, 2017)%). Auch der Bildungsbericht 2014, der sich auf Daten der Jahre
2010 und 2012 stiitzt, zeichnet ein dhnliches Bild. Die Abbruchquote im Fach
Mathematik ist mit circa 40 % - 55 % hoher als die allgemeine Abbruchquote
an den Universititen, die mit 33 % (2010) bzw. 35 % (2012) fir den Bachelor-
studiengang angegeben wird (Autorengruppe Bildungsberichterstattung, 2014,
S. 301).

Eine Ursache dafiir konnte die folgende Charakteriserung der Mathematik von
dem mit einer Fields Medaille ausgezeichneten Mathematiker W. P. Thurston
sein:

Mathematics is amazingly compressible: you may struggle a long
time, step by step, to work through some process or idea from se-
veral approaches. But once you really understand it and have the
mental perspective to see it as a whole, there is often a tremen-
dous mental compression. You can file it away, recall it quickly and
completely when you need it, and use it as just one step in some
other mental process. The insight that goes with this compression
is one of the real joys of mathematics.

After mastering mathematical concepts, even after great effort, it
becomes very hard to put oneself back in the frame of mind of
someone to whom they are mysterious. (Thurston, 2005, S. 5)

Er schildert damit ein von vielen Menschen als sehr faszinierend empfunde-
ne Eigenschaft der Mathematik: Das Zusammenfassen komplexer Inhalte in
eine moglichst priagnante Form. Diese kompakte Prasentation von Informa-
tionen kann einerseits sehr sinnvoll sein, da in wenigen Worten (oder sogar

siehe bspw. das Interview mit G. Toérner (Greiner, 2012).

2In diesem Bericht werden Mathematik und Naturwissenschaften gemeinsam fiir die Jahre
2003 bis 2007 betrachtet. Die Erfolgsquote von jenen Studierenden von 65 %- 71 % an
den Universitédten ist im Vergleich mit allen untersuchten Facher am geringsten.
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Formeln) der komplette zu iibermittelnde Inhalt eindeutig dargestellt werden
kann. Andererseits fallt es vielen, die diese Informationsdichte nicht gewohnt
sind, eventuell schwer, mathematische Texte und Konzepte zu verstehen: Sie
empfinden es als ausgesprochen anstrengend, beim Lesen jedes einzelne Wort
(oder Symbol) zu tiberdenken, was jedoch bei mathematischen Texten notwen-
dig ist, da in der Mathematik Begriffe eine festgelegte Bedeutung haben, mit
der man vertraut sein muss.

Hinzukommend spricht Thurston ein Problem an, dass in Lehrsituationen héu-
fig auftritt: Wahrend derjenige, der sich Inhalte neu aneignet, mit verschiede-
nen Hindernissen umgehen muss, sieht die Lehrperson diese Herausforderungen
nicht immer. Diese und weitere Charakteristika der Mathematik kénnen da-
zu fithren, dass ein Mathematikstudium weithin als anspruchsvoll empfunden
wird.

Um ein konkretes Hilfsangebot fir die Lernenden zu schaffen, wurden vor al-
lem in den letzten Jahren immer mehr sogenannte Briicken- oder Vorkurse
entwickelt, die im Vorfeld eines Studiums, oder begleitend zu den ersten Se-
mestern, den Ubertritt an die Hochschule erleichtern sollen (siche z. B. Bausch
et al., (2014); Roth et al., (2015)).

Um solche Kurse gewinnbringend zu gestalten, muss man natiirlich zunéachst
die Faktoren, die zu den Schwierigkeiten der Studienanfénger fithren, kennen
und verstehen. Die Probleme und Herausforderungen in der Ubergangsphase
sind sicher nicht monokausal, sondern gehen zurtick auf eine Vielzahl unter-
schiedlicher Ursachen.

Die typischen Vorlesungen in den Anfangssemestern eines Mathematikstudi-
ums, also in denen Ubergangsschwierigkeiten auftreten, sind die Analysis und
die Lineare Algebra. Die vorliegende Arbeit soll sich auf die Analysis kon-
zentrieren. Dort werden teilweise Konzepte wieder aufgegriffen, die bereits
in der Schule intuitiv eingefiihrt wurden. Diese werden erweitert und noch
starker formalisiert. Aulerdem wird durch die Einordnung in eine strenge,
formal-deduktiv strukturierte Theorie eine Grundlage fiir viele weitere mathe-
matische Gebiete, wie zum Beispiel Numerik, Funktionentheorie oder Opti-
mierung geschaffen, die Gegenstand spéterer Lehrveranstaltungen sind. Etwas
genauer betrachtet, werden in der Numerik viele Resultate der Analysis auf
eine praktisch-rechnerische Weise verwendet, in der Funktionentheorie werden
Uberlegungen, die in der Analysis im Reellen gemacht wurden, auf die kom-
plexen Zahlen tibertragen und in der Optimierung untersucht man, wie auch
in der Analysis, Funktionen im Bezug auf Extrema, allerdings in deutlich kom-
plizierteren Kontexten.

Die Schwierigkeiten der Studierenden &uflern sich meist in einer Diskrepanz
zwischen den Erwartungen der Dozenten und ihrem eigenen Konnen. Um sich
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der Sicht der Lehrenden zu nahern, ist es wichtig zu wissen, welche Erwar-
tungen diese hinsichtlich des Verstandnisses von beispielsweise Analysis an die
Studierenden haben.

Sofronas et al. (2011) sind der Frage Was bedeutet es fir einen Studierenden
Analysis in den ersten beiden Semestern verstanden zu haben? nachgegangen.
Sie befragten sie 24 Experten und konnten die folgenden vier Punkte heraus-
arbeiten:

(a) mastery of the fundamental concepts and — or skills of the
first-year calculus,

(b) construction of connections and relationships between and
among concepts and skills,

(c) the ability to use the ideas of the first-year calculus, and
(d) a deep sense of the context and purpose of the calculus.
(Sofronas et al., 2011, S. 131)

Ein solch umfassendes Wissen kann natiirlich nicht sofort in den ersten Se-
mestern erfolgreich ausgebildet werden. Manche Lernende sind sich gar nicht
dariiber bewusst, was es heifit, sich in ein mathematisches Gebiet einzuarbei-
ten. Aber es konnen auch Schwierigkeiten mit konkreten Inhalten auftreten,
die auf Grund ihrer Komplexitat nicht direkt zugénglich sind.

In der vorliegenden Arbeit fokussieren wir uns auf einen Begriff innerhalb der
ersten Analysisvorlesung, den Extrempunktbegriff, und untersuchen das Be-
griffsverstiandnis der Studierenden im Bezug auf diesen. Die vorherigen Uber-
legungen beriticksichtigend, wird nun zur Wahl des untersuchten Extrempunkt-
begriffs Stellung bezogen (detaillierte Erlduterungen zu dessen Relevanz findet
man in Abschnitt 4).

Es gibt wichtige Konzepte und Prozeduren in der Analysis, deren Erlernen sich
fiir Studierende schwierig gestaltet. Fiir unsere Untersuchung erschienen hier-
bei solche Begriffe besonders von Bedeutung, die folgende Merkmale erfiillen:

e Sie sollten sowohl fiir weitere mathematische Gebiete als auch fir An-
wendungen eine wichtige Rolle spielen, also nicht zu speziell sein.

e Sie sollten in der Analysis nicht isoliert gelehrt werden, sondern in einem
engen Zusammenhang mit anderen grundlegenden analytischen Begriffen
stehen, also zentrale Begriffe darstellen.

e Sie sollten bereits in der Schule eingefiihrt worden sein, wenn man sich —
wie in unserem Fall — fiir das Zusammenspiel von Schule und Hochschule
interessiert.
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Der Begrift Ezxtrempunkt erfiillt diese Voraussetzungen und steht daher im
Mittelpunkt unserer Untersuchungen.

1.1 Zielsetzung der Arbeit

An dieser Stelle mochten wir kurz auf die wichtigsten Ziele der vorliegenden
Arbeit eingehen:

e Wie bereits erwihnt, ist die Phase des Ubergangs von der Schule zur
Hochschule durch mehrere Herausforderungen geprégt. Umbritiche finden
beispielsweise auf inhaltlicher, sozialer und auch institutioneller Ebene
statt (vgl. z. B. Gueudet (2008)). Ein Ziel dieser Arbeit ist es, am Bei-
spiel des Extrempunktbegriffs eine Verbindung zwischen Themen herzu-
stellen, die sowohl in der Schule als auch in der Hochschule behandelt
werden, um damit inhaltliche Probleme im Ubergang zu erkliren. Der
Extrempunktbegriff erscheint uns hierfiir besonders geeignet, weil dessen
Definition einige Feinheiten beinhaltet, die in der Schule zunéchst meist
yverborgen“ bleiben und erst bei einer genaueren Analyse, wie sie in den
universitdren Anfingervorlesungen tblich ist, zutage treten.

e Schwierigkeiten der Lernenden sind oft komplex und vielschichtig. Die
Vielschichtigkeit liegt beispielsweise darin begriindet, dass viele mathe-
matische Begriffe nicht isoliert betrachtet werden, sondern vor allem hin-
sichtlich ihrer Beziechung zu anderen, schon vorher eingefithrten Begrif-
fen gesehen werden miissen. Folgendes Beispiel veranschaulicht diesen
Aspekt: Extrempunkte einer reellen Funktion stehen im Zusammenhang
mit Monotoniebetrachtungen und der Differenzierbarkeit bzw. der Ab-
leitung einer Funktion. Die Ableitung setzt aber wiederum den Grenz-
wertbegriff voraus, und dieser zdhlt zu den komplexen und schwierigen
Begriffen der Mathematik. Diese Arbeit muss daher diese Vielschichtig-
keit berticksichtigen und folglich die Bedeutung und Auswirkungen, die
das Verstandnis zentraler Begriffe wie Grenzwert, Monotonie und Ablei-
tung auf den Extrempunktbegriff haben, mit einbeziehen.

e Auf dem Weg zu einem erfolgreichen Verstandnis mathematischer Be-
griffe begegnen vielen Lernenden Hindernisse. Das Wissen iiber Lernen-
denschwierigkeiten ist Grundlage einer bedachten Auseinandersetzung
der Lehrperson mit dem zu behandelnden Thema. Fur Inhalte der Schu-
le gibt es bereits viele Forschungsergebnisse iiber Schwierigkeiten und
Fehlvorstellungen. Inzwischen gibt es zwar auch Forschungsergebnisse in
Bezug auf Verstandnisschwierigkeiten der Studierenden an Hochschulen
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(z. B. Funktionen (Dreyfus & Eisenberg, 1983), Wendepunkte (Tsamir
& Ovodenko, 2013), Grenzwerte (Przenioslo, 2004), Tangenten (Biza &
Zachariades, 2010)), jedoch haben solche im Fach Mathematik an Uni-
versitaten noch nicht soviel Aufmerksamkeit erfahren wie in der Schul-
praxis. Unsere Arbeit soll dazu beitragen, diese Liicke zu verringern und
die nétigen Grundlagen zu schaffen, um auch Lernschwierigkeiten der
Studierenden an der Universitat zu erkennen.

Zentrales Anliegen dieser Arbeit ist es, die didaktische Forschung iiber Fra-
gen der Verstidndnisschwierigkeiten von Mathematik an der Hochschule durch
das hier untersuchte Beispiel des Extrempunktbegriffs zu vertiefen. Allgemein
wird damit auch ein Beitrag zu den Forderungen des Mainahmenkatalogs der
Mathematik-Kommission Ubergang Schule-Hochschule geleistet, in welchem
u. a. gefordert wird: ,,12. Die mathematikspezifische und allgemeine Forschung
zum Ubergang von Schule zu Hochschule wird ausgebaut und intensiviert.
(Mathematik-Kommission, 2019, S. 2)

1.2 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die zugrundeliegenden mathematischen Begriffe
erklart, auf denen die Untersuchungen in dieser Arbeit aufbauen.

1.2.1 Der Monotoniebegriff

Alle Funktionen werden im Folgenden als reellwertig vorausgesetzt. Ein wich-
tiges Konzept zur Charakterisierung solcher Funktionen ist der Monotoniebe-
griff:

Definition 1 (Monotonie). Sei D C R. Eine Funktion f : D — R heiit
monoton steigend (bzw. streng monoton steigend), falls f(z) < f(y) (bzw.
f(z) < f(y)) fur alle z,y € D mit z < y gilt.

Entsprechend heifit f : D — R monoton fallend (bzw. streng monoton fal-
lend), falls f(z) > f(y) (bzw. f(z) > f(y)) fir alle z,y € D mit = < y gilt.

Diese Definition ldsst sich insofern als eine Standarddefinition sehen, als dass
alle vier bayerischen Gymnasialbticher an dieser orientiert sind (vgl. BSV 11
(Distel, Feuerlein, 2009, S. 39); Delta 11 (Schétz, Eisentraut, 2009, S. 61);
Lambacher Schweizer 11 (Gotz, Herbst & Kestler (2009), S. 64); oder eher
intuitiv Fokus 10 (Freytag et al., 2008, S. 63). Auch in vielen an der Univer-
sitdt gebrauchlichen Analysisbiichern (vgl. Heuser, 2009, S. 115; Kohler, 2006,
S. 51; Forster, 2001, S. 107; ) findet man ahnliche Formulierungen. Es gibt
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jedoch auch abweichende Definitionen. So basiert Zorichs Begriffsbestimmung
im Grofien und Ganzen auf folgender Terminologie (vgl. Zorich, 2006, S. 142):

Definition 2 (Monotonie, Variante). Eine Funktion f : D — R heifit auf
D anwachsend, wenn

Vo, 0 € D (21 < 39 = f(21) < f(22)),
auf D nicht absteigend, wenn

Va1, 0 € D (11 < 29 = f(z1) < f(29)),
auf D nicht anwachsend, wenn

Vo, 20 € D (21 < 29 = f(21) > f(22)),
auf D absteigend, wenn

Vo1, 20 € D (21 < x9 = f(21) > f(12)).

Was Zorich als anwachsend bezeichnet, entspricht in Definition 1 also streng
monoton steigend, und was er nicht absteigend nennt, ware in Terminologie
von Definition 1 monoton steigend. Uns scheint Zorichs Bezeichnung etwas
ungliicklich gewéhlt zu sein, denn die Sinusfunktion ist — betrachtet auf ganz R
— nicht monoton fallend im Sinne von Definition 1, aber nicht nicht absteigend
auf R gemédf Definition 2. Um Schwierigkeiten zu vermeiden, muss also genau
darauf geachtet werden, welche Definition und damit welche Bezeichnungen
von Monotonie bzw. strenger Monotonie ein Autor zu Grunde legt.

In vorliegender Arbeit beziehen wir uns auf Definition 1.

1.2.2 Der Grenzwertbegriff

Der Grenzwertbegriff wird heute in der Schule meist graphisch-visuell und
nicht streng formal eingefiihrt, beispielsweise tiber Grenzwerte, die Asymptoten
beschreiben, wie

a= lim f(z).

T—00

Im Lambacher Schweizer Buch Bayern fiir die 10. Klasse findet man seine
Definition folgendermafen:
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,Definition®

Kommen die Funktionswerte f(z) einer Funktion f fiir beliebig

grofl werdende x-Werte einer Zahl a beliebig nahe, so nennt man a

den Grenzwert der Funktion f fiir x gegen plus unendlich (z — +00).
(Schmid & Weidig, 2008, S. 142)

An den Universitiaten folgt dann eine formale Definition. Dies betrifft sowohl
Grenzwerte von Folgen (insbesondere Reihen) als auch Grenzwerte von Funk-
tionen:

Definition 1 (Folgengrenzwert). Eine Folge (a,), in R heiit konvergent
gegen a € R, falls es fiir alle e > 0 ein N € N gibt, derart, dass |a, —a| < € fiir
alle n > N gilt. Die Zahl a heifit dann Grenzwert oder Limes der Folge und
man schreibt

a= lim a, oder a, = a (n — 00).
n—o0

Definition 2 (Funktionsgrenzwert). Es sei /] C R ein Intervall, z( ein
innerer Punkt von I und f : I — R eine Funktion. Wir schreiben

c= lim f(z)
und nennen ¢ den Grenzwert von f in xo, falls fir jede Folge (), in I\ {z0}
aus x, — xg stets f(x,) — c folgt. Man sagt in diesem Fall auch, dass f(z)
fiir x — xg gegen ¢ konvergiert und schreibt kurz f(z) — ¢ fir  — .
Neben der e-0-Definition (siehe bspw. Appell, 2009, S. 4 {.) ist dies wohl die am

héufigsten verwendete Definition des Grenzwertbegriffs fiir Funktionen (siehe
auch Heuser, 2009, S. 235; Kohler, 2006, S. 114; Rudin, 2009, S. 96).

Bisweilen findet man jedoch auch Vorlesungen, die auf folgender etwas anderen
Grenzwertdefinition beruhen:

Definition 3 (Funktionsgrenzwert, Variante). Es sei / C R ein Intervall,
Zo ein innerer Punkt von I und f : I — R eine Funktion. Wir schreiben

e Jim (o)
und nennen ¢ den Grenzwert von f in xg, falls fiir jede Folge (), in I aus

xn — T stets f(x,) — ¢ folgt. Man sagt in diesem Fall, dass f(x) fir x —
gegen ¢ konvergiert und schreibt kurz f(z) — ¢ fir  — .
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Der Unterschied zwischen Definition 2 und Definition 3 ist, dass in Definition 3
die Folge (), auch den Wert zo (sogar unendlich oft) annehmen darf. Bei
der Definition der Stetigkeit von f in xy muss man dann nur die Existenz des
Grenzwerts fordern, wihrend man bei Verwendung von Definition 2 zusétzlich
sicherstellen muss, dass der Grenzwert mit f(zg) iibereinstimmt. Wir illus-
trieren die resultierende Diskrepanz zwischen beiden Definitionen mit einem
Beispiel.

Beispiel 1. Sei f : [—1, 1] — R definiert durch
1 fir x=0,
flw) = { 0 fur z#0.
Geméaf Definition 2 hat diese Funktion in zy = 0 den Grenzwert 0, wahrend

sie geméf Definition 3 keinen Grenzwert besitzt.
Fir vorliegende Arbeit wird Definition 2 zu Grunde gelegt.

1.2.3 Der Ableitungsbegriff

Da wir nur Funktionen auf Intervallen betrachten, werden bei der Analyse
des Ableitungsbegriffs dieselben Voraussetzungen wie bei der Definition des
Grenzwerts verlangt.

Definition (Ableitung). Es sei I C R ein Intervall, zq eine innere Stelle von
I und f : I — R eine Funktion. Dann heifit f in x¢ differenzierbar, falls der

Grenzwert
f (@) — f(x0)
T—xT0 T — To
existiert. Der Grenzwert f'(xg) heit dann die Ableitung oder der Differen-
tialquotient von f in zy. Man bezeichnet ihn auch mit %(mo). Die Funktion
f 1 — R heifit differenzierbar (auf I'), wenn sie an jeder Stelle zo € I diffe-
renzierbar ist.

Die folgende alternative Charakterisierung der Ableitung einer Funktion ist
wichtig, vor allem im Hinblick auf ihre Verallgemeinerung auf Funktionen meh-
rerer Variabler:

Eine Funktion f : I — R ist in xg € I genau dann differenzierbar, wenn es ein
¢ € R und eine Funktion r : I — R gibt, derart, dass

f(@) = fwo) = clw —xo) +r(z) (v e€l)
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und
r(z — x0)

lim =0

TSI T — X
gelten muss. Hierbei ist dann ¢ = f(z0). In dieser Form bedeutet Differen-
zierbarkeit von f in xg, dass f in der Néhe von z¢ ,linearisiert“ werden kann,
wobei der ,Rest“ r(h) fiir h — 0 starker als linear gegen Null geht.
Beide Charakterisierungen findet man in der Standardliteratur (vgl. Heuser,
2009 , S. 261 und S. 268).

1.2.4 Der Extremwertbegriff

Wir kommen nun zu dem fir diese Arbeit zentralen Extremwertbegriff. Hin-
sichtlich des Oberbegriffs Extremum gibt es viele Bezeichnungen, die wir im
Folgenden vorstellen.

Definition 1 (Extremum).
Es sei D C R. Man sagt, eine Funktion f : D — R habe in 2y € D

(a) ein globales Mazimum, wenn f(x) < f(xg) fur alle x € D gilt;

(b) ein lokales Mazimum, wenn es ein § > 0 gibt, so dass f(z) < f(zo) fir
alle z € DN (zg — 0,20 + 9) gilt.

Entsprechend definiert man globale und lokale Minima.

Minima und Maxima fasst man unter dem Begriff Fztrema zusammen. Die
Stelle (z-Wert) an der ein Maximum bzw. Minimum angenommen wird, be-
zeichnet man als Mazimal- bzw. Minimalstelle. Maximal- und Minimalstellen
fasst man unter dem Begriff Eztremstelle zusammen.

Betrachtet man Paare (z,y) aus Argumenten x und Extremwerten y (wobei
gilt y = f(x)), so spricht man von Hochpunkten bzw. Tiefpunkten und fasst
diese unter dem Namen Eztrempunkte zusammen. Die Funktion f(z) = x2 hat
also bei zp = 0 eine Minimalstelle mit dem Minimum f(x) = 0, und (0, 0) ist
ein Tiefpunkt des Graphen von f.

Definition 2 (striktes Extremum).
Es sei D C R. Eine Funktion f: D — R hat in zy € D

(a) ein striktes globales Mazimum, wenn f(z) < f(xo) fir alle z € D\ {zo}
gilt;

(b) ein striktes lokales Mazimum, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass f(z) < f(zo)
far alle z € D\ {zo} N (xg — 6, 20 + 9) gilt.
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Entsprechend werden strikte globale und lokale Minima definiert. Wird in vor-
liegender Arbeit von einem FExtremum gesprochen, bezichen wir uns durchweg
auf Definition 1. Wenn wir uns auf Definition 2 beziehen, sprechen wir explizit
von einem strikten Extremum.

Intuitiv mag Definition 2 eher der Vorstellung eines Maximums entsprechen,
weil in diesem Fall die betrachteten Funktionswerte rechts und links der Maxi-
malstelle wirklich kleiner als dieses sind. Das ist analog zu Zorichs Definition
von Monotonie, die auch keine horizontalen Abschnitte beim Graphen einer
yanwachsenden“ Funktion zuldsst. Allerdings hat sich in einem Grofiteil der
Literatur Definition 1 fiir den Begriff Fztremum durchgesetzt, vielleicht auch
weil sie zwei Vorteile gegeniiber Definition 2 aufweist:

e Zunéchst ist offensichtlich, dass die Funktion f: R — R,z + cos(x) ein
striktes lokales Maximum in zp = 0 mit f(0) = 1 hat. Andererseits ist
dies kein striktes globales Maximum im Sinne von Definition 2, da z. B.
auch f(27) = 1 ist. Benutzen wir aber Definition 1, dann ist zo = 0 auch
ein globales Maximum. Zusammenfassend ist mit Definition 1 unter der
Menge der lokalen Maxima auch immer ein globales Maximum ermittel-
bar, mit Definition 2 nicht, wie das gegebene Beispiel zeigt. Aufgrund
dieser Tatsache erscheint uns Definition 1 intuitiver.

e Ein anderer Gesichtspunkt von Definition 2 ist jedoch schwerwiegender:
Ein wichtiger Satz der Analysis besagt, dass eine stetige Funktion
f:]a,b] = R auf [a,b] (a < b) sowohl ein globales Maximum als auch
ein globales Minimum besitzt. Allerdings muss dies natiirlich keineswegs
ein striktes Extremum sein, so dass dieser Satz bei der Verwendung von
Definition 2 nicht mehr gélte: konstante Funktionen sind ein einfaches
Gegenbeispiel.

Auf den ersten Blick konnte man dazu tendieren den erwédhnten Satz fiir De-
finition 2 zu versuchen dadurch zu “retten“, dass man die Funktion f als
nicht-konstant auf [a, b] voraussetzt. Jedoch auch Funktionen, die nur auf ei-
nem Teilintervall konstant sind wie ¢ : [0, 3] — R,z — min{z, 1,3 — z}, fithren
zu Problemen.
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Abbildung 1.1 Funktionsgraph der Funktion g : [0,3] — R,z — min{z, 1,3 — z}

Die Funktion g hat im Sinne von Definition 2 nicht einmal ein lokales Maximum
auf [0,3]. (Eine dhnliche Argumentation findet man bei Fischer und Malle
(1981, S. 148-150)).

1.3 Aufbau

Die vorliegende Arbeit besteht aus neun Kapiteln, die folgendermafien geglie-
dert sind.

Nach dieser Einleitung (Kapitel 1) stellen wir in Kapitel 2 den theoretischen
Hintergrund der Arbeit vor. Ausgehend von einer Kldrung der Bedeutung des
Ausdrucks Begriffsverstindnis wird einem erfolgreichen Verstdndnis die Kon-
strukte Fehler und Fehlvorstellungen gegeniibergestellt und aus unterschiedli-
chen Perspektiven beleuchtet. Es werden Hilfsmittel zur Diskussion ihrer Ur-
sachen vorgestellt. Hauptaugenmerk liegt dabei auf den theoretischen Kon-
strukten der Grundvorstellungen (vgl. z.B. vom Hofe, 1995; Greefrath et al,
2016b), des Concept Images (vgl. z. B. Tall & Vinner, 1981) und der Conceptual
Change Theorie (vgl. z.B. Posner et al., 1982). Der in diesem Kapitel zusam-
mengestellte theoretische Rahmen liefert das Fundament fir die Auswertung
der durchgefiithrten Untersuchung.

Anschlieend wird in Kapitel 3 der bisherige Forschungsstand hinsichtlich
Schwierigkeiten im Ubergang Schule-Hochschule aufgezeigt, und zwar unter
besonderer Beriicksichtigung des Gebiets Analysis. Dabei wird zum einen die
im Gegensatz zur Schule streng wissenschaftliche Arbeitsweise an der Univer-
sitdt beleuchtet, zum anderen werden spezielle Begriffe genauer betrachtet.
Hierzu werden auch bereits bestehende Studien zu den Begriffen Monotonie,
Ableitung, Grenzwert kurz vorgestellt und auf Lernendenschwierigkeiten ein-
gegangen.



