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Prodlogo

Este libro es una ayuda para el estudio y el aprendizaje de los procesos de analisis y
solucién, aplicados a problemas de campos electrostaticos y afines.

Se presentan soluciones a problemas que corresponden a temas como la Ley de Coulomb
y sus aplicaciones; fuerzas eléctricas debidas a distribuciones de cargas continuas y dis-
cretas; campo y potencial eléctricos debidos a distribuciones de cargas continuas y
discretas; una estructura eléctrica muy importante es el dipolo eléctrico, del cual se
resuelven problemas sobre su campo y potencial eléctricos, como también sus lineas de
fuerza. Merece especial mencion la Ley de Gauss que se aplica tanto en forma integral
como diferencial.

Otros temas fundamentales son la energia de los campos electrostaticos, medios mate-
riales, polarizacion de dieléctricos, electrostatica en dieléctricos, condiciones de frontera,
problemas con valor en la frontera, soluciones a la ecuacion de Laplace para potenciales
y método de imagenes.

Las soluciones a los problemas se desarrollan en general de manera explicita, esto es,
no se omiten pasos con el fin de llevar al estudiante paso a paso hasta la solucion fi-
nal. Este libro acompana al estudiante que esté cursando las asignaturas de Campos
Electromagnéticos o Electromagnetismo, entre otras. Para llevar a cabo la solucién a
problemas de los temas anunciados arriba, se hace acopio de prerrequisitos como el
calculo diferencial, integral y vectorial, en una, dos y tres variables.

El formato del libro es bastante informal, puesto que lo que se busca es brindar acom-
panamiento a los estudiantes en sus competencias para enfrentar las soluciones a pro-
blemas y situaciones particulares de la fisica de los campos electrostaticos. No es un
libro donde se expone la fundamentacién cientifica de la electrostatica o campos elec-
trostaticos, ya que para este fin hay abundancia de textos; en cambio, libros dedicados
a ilustrar como se solucionan los problemas, son pocos.

El libro presenta al final los apéndices A, B y C, donde se realiza la solucién a ciertos
pasos que apenas se citan en la solucion formal de un determinado problema.
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10 PROBLEMAS RESUELTOS DE ELECTROMAGNETISMO

1.1 Elementos del algebra vectorial

Un vector A en tres dimensiones se expresa en términos de los vectores unitarios ,, i,
y U, asi: A= Ay, + Ay, + A, donde los coeficientes A,, A, y A, se conocen como
componentes rectangulares o componentes cartesianos. A, es la componente rectangular
del vector A en el eje de las =, A, es la componente rectangular en el eje de las y, y A,
es la componente rectangular en el eje de las z. La Figura 1.1 muestra al vector Aen
el origen del sistema de coordenadas cartesianas y los angulos que definen su direccién
con respecto a cada uno de los ejes.

Los cosenos de los dngulos o, o, y o se denomi-
nan los cosenos directores del vector A.

A=A cos Qv Uy + ‘ff‘ COS Qtylly + A cos o, U,. \z
(1.1)
Un vector unitario en la direccién del vector A se A
define como iy = 4, con | A igual a la magnitud Xz A
A = | A” 3 ’\
del vector A.

La expresion (1.1) se puede dividir a ambos lados

por |A|, ast:
T
A . R N
T = COS Uy + COS Qiy Uy + COS QL U, N
A Figura 1.1. Direccién del vector A en 3-D
Uq = COS Qi + COS Qylly + COS L. (1.2)

Por tanto, de (1.2) se puede concluir que los componente rectangulares de un vector
unitario son sus cosenos directores.

La expresion (1.2) se puede expresar también como:
Ug = (COS g, COS (yy, COS QL) .

De igual manera a partir de (1.1):

A= <A COS Oy, | A| cos oy, A

CcoS az> : (1.3)
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asi que:

—

A, = ‘A‘ cosoy, A,= ‘/T‘ cosoy Y

A=A

COS (.

En la Figura 1.2, se nota que la proyeccién del
vector 14 en el plano x — y tiene una magnitud
igual a y/cos?a, + cos’a,. La magnitud de G,
queda:

) 1/2
[t = [(\/cos%zm + 0082ay> + COS204Z:|

[ia] = [coszozz + Coszay + 0082042] 1/2

2

li4]? = cos®a, + cos? 2

Qy + Cos™ Q.
Figura 1.2. Componentes rectangulares del

Por definicién, la magnitud |i4] = 1, asi que: vector unitario

1 = cos’a, + cos’ay, + cos’a, (1.4)

esto es, la suma de los cuadrados de los cosenos directores del vector A es igual a 1.

Ay A,
Ahora, __,‘ = COS vy , ‘T = COS (0.

A

x
_—»‘ = COS (g

Elevando al cuadrado miembro a miembro y sumando, se tiene:

A:cz Ay2 A22 - 2 2 2
42+ 42—|— 42—cosaz+cosay+cosaz
A A A

2 2 2
Al A2 A2

22 22 2

A A A

|2 .
A = a2 a2 a2 o 4] = a2+ a2 a2

Asi que un vector en tres dimensiones queda definido por su magnitud y cosenos direc-
tores, o equivalentemente sus angulos, asi:

A’:(‘/T

,az,ay,az> ) (1.5)
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1.2 Operaciones entre vectores

1.2.1 Suma de vectores

Sean A = A,i, + Ayi, + A,y B = By, + Byiy, + B.i..

La suma es:
{+ B = (Ayi, + Ay, + A.i,) + (Byi, + By, + B.i.)
A+ B = (Ay + B,)iiy + (A, + By, + (A, + B.)i.,
|A+ B| = \/(Am + B,)’ + (A, + B,)* + (A, + B.),
A, + B, A, + B, A, + B,
COSOy = —=5 =, COSOyy = —— =, COSOy; = — =~
|A+ B |A+ B| |A+ B]

La suma de vectores es conmutativa.

1.2.2 Resta de vectores

A diferencia de la suma de vectores, la diferencia de vectores es anticonmutativa, esto
es,

Sean los vectores A = A,d, + Ay, + A,

— —

Sea la diferencia A — B = (Ayu, + Ayuy, + A.,) — (Byty, + By, + B,,)

A—-B= (A, — B,)u, + (A, — By)u, + (A, — B,)u,
A= Bl = /(A = B, + (A, — B, + (A. — B.)%

A, — B, A, — B, A, — B,
COsSQy =75, COSQy = — =, COSQ, = =
|A— B |A— B |A— B
e En la Figura 1.3, el vector de posicién del punto P
/ estd dado por:
Q| » . L
<5 T:mux—}—yuy—f—zuz.
7 7 P
'y D .
El vector posicién del punto @) esta dado por:
0 r= ', + Y, + 2.

Y La posicion relativa del punto P respecto al punto
T ; S
Q esta dada por: 7 — 1/
Figura 1.3. Posicién relativa en-

tre dos puntos r—r = (ZU - xl)ﬁx + (y - y/)ﬁ'y + (Z — z')uz.
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La magnitud del vector, da la distancia entre los dos puntos,

distancia PQ = | — 7| = \/(:U — 2" 4 (y—y)” + (2 — )%, entonces, la distancia en-
tre dos puntos se obtiene como la magnitud de la diferencia de los vectores de posicién
de ambos puntos.

1.2.3 Multiplicacién de un vector por un escalar

Sea el vector A = Aty + Ayt + ALl y sea A un escalar. Se puede definir un nuevo
vector al multiplicar el escalar A por el vector A asi:

M = N Aytiy + Ay, + A1)

A = M,y + My iy, + MA. L.
Por tanto las componentes del vector M son A, M, v AA,, lo que se puede escribir
en la forma AA = (AA,, AA,, \A.).
Si A > 0, la magnitud del vector A es A ‘ff’, y su direccién es la misma direccion del

vector A.

Si A < 0, la magnitud del vector A es —) ‘/T , v su direccion es opuesta a la direccion

del vector A. Lo anterior se puede demostrar de una manera sencilla:

—

2> 00 Al =040 + (04, + (AL

M| =342 + 42+ 22)

M| =X /A2 + A2 + A2

AA| =) ‘fT ‘ .
Cosenos directores de \A:

AN, A,
COS U, =—— = 71
AA A

D V| A
cos oy, = L= 2
AA A

o AAL A,
cosq, =—— = —
AA A

Como se puede notar, los cosenos directores de AA son los mismos cosenos directores
del vector A, por tanto, la direccién del vector AA es la misma direccién del vector A.



14 PROBLEMAS RESUELTOS DE ELECTROMAGNETISMO

A<0: A= O+ (04, + (AL
M| = (2 + 42+ 42)

M| = =Xy /A2 + A2 + A2

M| = -\ |A].
Cosenos directores de M\A:
V. v ;A ;AL
cosa', = —, cosaly = —, cosa, = —
|4 |4 —)\‘A
/ _Ax / _Ay / _Az
cosa'y = ——r, COSQ'y = —, cos, = —-.
A A A
Teniend — Ar — ﬂ _ A
eniendo en cuenta que cos o, = Kk COS (v, = K y Cosa, = Kk entonces
cosa’y = —cosay, cosa’y = —cosay, y cosa’, = —cosa, o lo que es lo mismo:

cos 'y = cos(a, £ ), cosa’y = cos(ay £ ), cosa’, = cos(a, £ ).

Esto prueba que la direccién del vector M es opuesta a la direccion del vector A.

1.2.4 Productos entre vectores
Producto escalar de dos vectores

Es el producto de las magnitudes de ambos vectores y el coseno del angulo entre ellos.
De su definicién se concluye que es un escalar.

—

A-B=|A||B|cosé. (1.6)

Segun esta definicién, el producto escalar es conmutativo. Aplicamos la definicién del
producto escalar a los vectores unitarios iy, t, y ..

Uy - Uy = 1, Uy - Uy =0, (1.7)
Uy - Uy =1, Uy - Uy = 0,
Uy - U, =1, Uy - Uy =0

Si se tiene en cuenta (1.7) y la propiedad distributiva del producto escalar, este se puede
expresar en una manera alterna a su definicion:
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A B =(Ayiiy + Ayity + A.i.) - (Byiiy + Byily + B.ii.)
A B =A,B,(iiy.1i) + Ay By (i) + Ay B.(,.10)
+ Ay By (iy.1iy) + Ay B, (i,.4,) + A, B.(a,.1.)
+ A, By (ti,.11,) + A, By (ii,.1,) + A, B.(ii..1,)
A-B=A,B, + A,B, + A.B..

Entonces, con esta nueva expresién del producto escalar se puede obtener el angulo
entre dos vectores, asi:

A-B=A,B,+A,B,+ A.B.,
‘ff‘ ‘E’ cos = A,B, + A,B, + A.B,
A.B, + A,B, + A.B.

cosf = — . (1.8)
4171

Los tres vectores unitarios se pueden representar con la notacion genérica u;, con i =
1,2,3; asi que uy = Uy, up = U, y us = U,. Las expresiones contenidas en (1.7) se
sintetizan en la siguiente expresion:

Ui - Uy = 0y, (1.9)
d;; se le denomina delta de Kronecker y vale 1 sii = j, o vale 0 si ¢ # j, esto es:

5_(Lm#j
Y, sii=g

Con esta notacién basada en subindices que varian de 1 a 3, el producto escalar se
puede escribir como:

Producto vectorial de dos vectores

El producto vectorial de A con B es un tercer vector C orientado en direccién perpen-
dicular al plano definido por los vectores A y B y apuntando en el sentido de avance
de un tornillo de rosca derecha cuando gira de A hacia B.
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Su magnitud estd dada por el producto de las magnitudes de los =
vectores y el seno del angulo entre los dos. Por lo tanto: AxB=C

ool

1 8| =[] = |] B sene

El vector C' al ser perpendicular al plano que contiene los vecto- 0
res, es perpendicular a cada uno de los vectores, como lo indica la
Figura 1.4.

—

A

. . ) Figura 1.4. Producto
Al aplicar la definicién del producto vectorial a los tres vectores vectorial de A con B

unitarios cartesianos, se tiene:

Uy X Uy = Uy “
N N N Uy
Uy X Uy = —1y,
ﬁ/y X ﬂx — —ﬂz /u/y
Uy X U, = Uy > . (1.10)
Q. X Gy = 1, Uy
Uz X ﬂy = Uy Figura 1.5. Relacién
Uy X Uy = fby X ’&y =1, X U, =0) de ortogonalidad entre
ﬂa:) ’EL 7’&,2
Teniendo presente el contenido (1.10), el producto vectorial es: ’
A x B = (Agliy + Ayt + A,0i,) X By, + Byii, + B.ii.)

= A, B, (U, X Uy) + Ay By (U, X Uy) + Ap B, (U X Uy)

+ AyBa?(ﬂy X aw) + AyBZJ(ay X ay) + AyBZ(ay X az)

+ A, By (U, X Uy) + A, By(U, x Gy) + A, B, (0, X )

Ax B = i,(A,B. — A.B,) — (A, B. — A.B,) + .(A, B, — A,B,). (1.11)

Pero esta expresién (1.11) no es mas que el determinante de la matriz 3x3 en la que
la primera fila son los vectores unitarios cartesianos tomados en el orden (z,y, 2), la
segunda fila son las componentes cartesianas del vector ff, tomadas en el mismo orden
y la tercera fila son las componentes cartesianas del vector B , también en el mismo
orden. Esto es: S
Uy Uy U,
AxB=1|A, A, A,
B, B, B,

Slgmendo la notacién con subindices numéricos, tenemos las componentes del vector
C' = A x B segin (1.11), de la siguiente manera:

C’1 = A2BS - A3B2> 02 = A3Bl - A1337 CS = AIBZ - A2Bl-
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Si se introduce el simbolo €;;, definido de la siguiente manera:

€123 = €231 = €312 = 1, 3
€321 = €213 = €132 = — L. 2
Si se repiten indices, €;;, = 0, las componentes del vector c
se pueden expresar como sigue: 1
Figura 1.6. Ciclo
C) = €123A2B3 + €130A3 B que define el valor
Cy = €231 3By + €213A41B3 . (1.12) de &iji = 1

Cs = 31041 By + €321 A2 By
Las expresiones dadas por (1.12) se pueden sintetizar asf:

3
Ci = > Y €ijd; By, por lo tanto,

j=1k=1

El simbolo €;;x, se conoce como simbolo de Levi-Civita.

1.2.5 Triple producto escalar

Sean los vectores : Aty + Ayt + A,
Uy + By, + B,u,,

B,
Cpt, + Cyuy + Cl,

Qo oy
I

A la expresién A-B x C se le conoce como triple producto escalar. Su médulo represen-
v [c]

ta geométricamente el volumen de un paralelepipedo, que tiene por lados ‘/T ’,

— —

A-BxC

= ‘ff’ ‘E X 6‘0039,

donde ‘é X C_"‘ es el area de la base y ‘ff‘ cos @ es su altura. Ver Figura 1.7.
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Sea M la matriz cuadrada 3 x 3, cuyas filas
estan definidas por las componentes de los
vectores ff, B vy é, respectivamente. Esto
es,
A, Ay A,
M=|B, B, B.
C, C, C,

Su determinante se expresa ast: Figura 1.7. Representacion espacial del producto

A-BxC
A, Ay A,
det M = |B, By B,
C, C'y C,

El triple producto escalar se puede expresar como:

A A, A
A-BxC=|B, B, B.|.
c, ¢, C.

Para demostrar esta igualdad se debe tener presente el determinante de una matriz
cuadrada 2 x 2, ast:
a1l a2

= a11G22 — A21G12,
21 Q22

A (B x C) = (Ayiiy + Ayity + A.,) - [4(B,C. — B.C,)
,(B.C, — B,C.) + 1.(B,C, — B,C,)]

+(B,C. — B.C,) + A,(B.C, — B,C.)

)

+i
— A .(B.C, — B,C,)
= A,(B,C. — B.C,) — A,(B,C. — B.C,

= A,

+A
+ A,(B,Cy, — B,C,)

c | e ol T
. . . Aa: Ay z
Cx Cy z

Demostrar que A - (B x C) =

Si en una matriz cuadrada hay un nimero par de cambios entre filas o entre columnas,
el determinante no cambia. Teniendo en cuenta esta propiedad de los determinantes,
podemos establecer que:

A, A, A.| |B, B, B.| |C. C, C.
B, B, B.|=|C, C, C.|=|4, A, Al
c, C, C.| |A, A, A |B, B, B.
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El primer determinante es A-BxC , el segundo determinante es B-CxA y el tercer
determinante es C'- A X B, por tanto:

A-BxC=B-CxA=C-AxB.
Otra forma de demostrarlo es la siguiente:

— —

Sea D = B x 67 entonces A- B xC = Ax D. La componente D; del vector D estéd
dada por:

M=
NE

D; = €iju B;Ck,
7j=1 k=1
3
A-D=> AD,
i=1
3 3 3
/T- é X C_: = ZAlZZEUkBjCk
=1 j=1 k=1
3 3 3
_‘ >< 6 = ZZEUk‘AZB]Ck

—_

i=1 j=1 k=1
El simbolo de Levi-Civita tiene la propiedad de que: ;5 = €5 = €pi;. Ver Figura 1.8.

Por tanto:

El término de la izquierda es A-BxC , el término del medio es
B-C x Ay el término de la derecha es C'- A x B; por lo tanto se j
demuestra que: 7
A-BxC=B-CxA=C-AxB.
k
Figura 1.8. Dispocision

ciclica de los indices

plano) si y sélo si A-BxC=0. i,4,k

Teniendo en cuenta las deﬁniciones de producto escalar y producto
vectorial, los vectores A B y C son coplanares (estan en un mismo

1.2.6 Triple producto vectorial

Sean los vectores : e+ Ayt + AU,

Qi l‘bi
I

= A,
B, + Byt, + B,
Cyly, + Cyty, + Cu,.
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A la expresién A x (§ X é) se le conoce como triple producto vectorial.
Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B). (1.13)

Demostrar esta identidad.
Teniendo en cuenta la definiciéon de producto vectorial se tiene:

i a
e : B B, B. B, B,
BxC=|B, B, B.|=t,|" 7| —i,| " + s
c c, C, c, C. c. C
Ahora
Q, i, i,
oL A, A, A,
Ax(BxC)=\p g _|B. B.| |B. B,
c, c.| “|c. ¢l o, ¢,
oL B, B
Ax (BxC)=uy, |A, | |+ A, ] ﬁ{A
(Bx0) =i |4, |0 O y
B, B.|]] . B, B. B, B.
_AZCy Cz}jtuz{A c. C. — A, C C}

A x (B x C) =i, [A,(B,C, — B,C,) + A.(B,C, — B.C,)] — i, |As(B,C, — C,B,)
—A.(B,C. — B.C,)| + i, [-A.(B,C. — B.C,) — A,(B,C. — B.C,)]

— —

Ax (B x C) = ii,(A,B,C, — A,B,C, + A,B,C, — A,B.C,,)
+a, (A, B,C, — A, B,C, + A.B,C, — A.B,C,) ¢ - (1.14)
+i,(A,B.C, — A.B,C. + A,B.C, — A,B,C.)

Con el fin de obtener los productos escalares que aparecen a la derecha de la identidad,
es necesario agregar en el primer renglén de (1.2.6) B, A,C, — B, A,C,, en el segundo
renglén ByA,C, — ByA,C, y en el tercer renglon B, A,C, — B,A,C,, esto es,

A x (B x C) = ti,(A,B,Cy — A,B,Cy + A.B,C, — A.B.C, + A,B,C, — A,B,C.)
+i,(A,B,C, — A, B,C, + A.B,C. — A.B.C, + A,B,C, — A,B,C,)
+i,(A,B.C, — A,B,C. + A,B.C, — A,B,C. + A,B.C, — A,B.C,)

A x (B x C) = 13B,(A;Cy + A,Cyy + A.C.) — 11,Co(Ay By + A, B, + A.B.)
+a,B,(A,C, + A,Cy + AC,) —1u,Cy (A B, + AyB, + A.B,)
+4,B,(A,C, + A,Cy, + A.C,) —0,C.(A, B, + A,B, + A.B,)

A x (B x C) = (iiu By + iy By + ., B.)(A,Cy + A, C, + A.C.)
—(4,Cy + 1,Cy + 1,C,) (A, B, + A B, + A, B,)
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Ax(BxC)=F(A-C)~c(4-B).

Una forma més corta de llevar a cabo esta demostracion es haciendo uso de la notacién
indicial. Para ello, se parte de la base sin demostrar que:

3
Z Eijk Etmk = it Ojm — Oim Oj, (1.15)
st

donde los simbolos ¢;;; v d;; son el simbolo de Levi-Civita y delta de Kronecker, respec-
tivamente.
Sea Ax (Bx(C)=AxD,conD=BxC.
oo 3 3 3 3
El producto vectorial A x D = 3" > > €10 Aj Dy, pero Dy = > > €pmBiChy, ast

i=1j=1k=1 =1 m=1

que:
3 3 3 3 3
A X (BXC) :ZzzzzgijkgklmﬁiAjBlOm' (116)
i=1 j=1 k=1 I=1 m=1
Pero epyn = €, siguiendo el orden ciclico que se indica en m
Figura 1.9. Por tanto,
3 3 3 3 3 ¢
Ax (BxC) =Y 333" cipeimitiA;BCr.  (1.17) ;

1k
) ) Figura 1.9. Dispocision
Teniendo en cuenta (1.15) en (1.2.6), se tiene: ciclica de los fndices k, 1, m

3
> SmbntiA;BiCo,

3 3 3 3 3 3
=1 [=1 m=1

g X (é X é) = Z (SildjmfbiAjBlCm — Z
i=1 j=1 I=1 m=1 i=1 j
3 3

3 3
Ax (BxC)= Z“sz ZAjCj - Zﬂi@ ZAij’
i=1 j=1 i=1 j=1

donde, al ser m = ¢ y | = j, desaparecen las sumas sobre [ y m tanto en el primer
término como en el segundo del lado derecho de la igualdad.

Ahora,

3 3
> ;B =B, D AC;=A-C,
i=1 j=1

3 3
Z"&zCz:C;, ZA]BJIAE,
i=1 j=1

—

ast que: Ax (Bx C)=B(A-C)—C(A-

o
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1.2.7 Diferenciales de desplazamiento, superficie y volumen

Para la realizacion de integrales de linea, de superficie y de volumen, es necesario
expresar los diferenciales de desplazamiento, superficie y volumen en los tres sistemas
de coordenadas més usados: coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.

Coordenadas cartesianas:

En la Figura 1.10, el vector diferencial dl conecta el
punto P(z,y, z) con el punto Q(z+dx,y+dy, z+dz),

=

por lo tanto, d¢ = dxt, + dyt, + dzu,,

de = dl.i,, dy = dl.a,, dz = dl.a.

Figura 1.10. Desplazamiento dife-
En forma de terna ordenada rencial entre dos puntos

Al = (dz, dy, dz)

En la Figura 1.11 se muestran tres diferenciales de
superficie ubicadas asi:

En el plano x — y: déi; = dxdy,.
En el plano  — z: dS, = dzdz 1,.

En el plano y — z: ds, = dydz . Figura 1.11. Diferenciales de super-
ficie en coordenadas cartesianas
Si el diferencial de superficie tiene una direccion P
arbitraria, entonces:
s g,
dS = dSu,, ver Figura 1.12. @'
dS = (dS,,dS,,dS,)
T Y

En la Figura 1.13, se representa el volumen diferen-
cial dV = dzdydz

Figura 1.12. Diferenciales de super-
ficie con orientacién arbitraria
Coordenadas cilindricas:

Las coordenadas cilindricas del punto P son p, ¢, z.

Los vectores unitarios son ,, Uy, U., los cuales se
muestran en la Figura 1.14.

Las coordenadas cilindricas de un segundo punto Q
localizado a una distancia diferencial son p+dp, ¢p+d¢o

y z+dz, de tal manera que dl = dpti, + pdpiiy +dzt,. T
Escrito en forma de terna queda:

Figura 1.13. Diferencial de volu-
Al = (dp, pdo, dz). men en coordenadas cartesianas



FUNDAMENTOS DE ALGEBRA VECTORIAL 23

AZ
>
l ug
| Lo | e
I D I
i P:z : I&P

Figura 1.14. Vectores unitarios en
coordenadas cilindricas

La proyeccion de dl en el plano x — y es

dl’ = (dp, pde). Ver Figura 1.15.

Los vectores unitarios también siguen la regla del
producto vectorial y del producto escalar.

Uy X Uy =My, Uy X Uy = —Uy, U, XU, =0,
ZAL¢ X 1, :’&p, U, X ’&¢ = —ﬂp, IAL¢ X 11(1) = O,
Uy X Uy =Ug, Uy X Uy = —Ugp, Uy X U, =0,

Up g = Up.Uy = Ugp.U, = 0

Up.lhy = Uy Uy = Ugp. Uy = 1.

Los diferenciales de superficie en coordenadas
cilindricas aparecen en la Figura 1.16.

En la Figura 1.18 se muestra el diferencial de
volumen y se halla como el producto de los tres
componentes escalares del vector df asi:

dV = (pd¢)(dp)(dz) dV = pdpdpdz.

Coordenadas esféricas:

En la Figura 1.19, se muestran las coordenadas
del punto P y los vectores unitarios asociados a
dichas coordenadas.

Las coordenadas de un segundo punto () loca-
lizado en el espacio a una distancia diferencial
del punto P son r +dr, 8 +df y ¢ + d¢. La
diferencia de posicion entre estos dos puntos es:

>

Figura 1.15. Proyeccién de dl en el
plano z — y

dSy=dp dzfio

AZ

ds, =pdedpi;

Figura 1.16. Diferenciales de superficie en
coordenadas cilindricas
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Al = ti,dr + tigrdf + Ggrsen§dp 6
dl = (dr,rdf,rsenfdg).

La Figura 1.20 muestra estas componentes.
La proyeccion de df sobre el plano meridional z — 2’

esta dado por:

P T

dl' = (dr,rdf,0)

y se muestra en la Figura 1.17.
Los vectores unitarios también siguen las reglas de

los productos escalar y vectorial.
Figura 1.18. Diferencial de volumen en

Uy Uy =g Uy = Ug.Ugy = 1 A
e 070 ¢-7¢ ’ coordenadas cilindricas
Uy Up =Uyp.Up = Ug.Ugp = 0,
Uy X Up =g, Ug X Uy = Uy, Uy X Uy = Up, v
lg X Uy = — Uy, Uy X Up = —Uy, Uy X Uy = —Uy, I SRR
Uy X Uy =Ug X Ug = Ug X Uy = 0. K s U
/// I N \\\
Los diferenciales de superficie se muestran en las g 0/ \"U@ |
Figuras 1.21(a), 1.21(b), 1.21(c) y se definen asf: /! P '
l” \\ ; “\ ,'| \y
— . ] o 1 ’
dSp = r sen Odrd ¢y, ! o ./
B ; s
dS¢=’l“d’l“d0U¢, ! JPEae
— Y ) A R --" N )
dS, = r*sen 0dfdeoa,. e A

Figura 1.19. Vectores unitarios en coor-

El diferencial de volumen se muestra en la Figura
denadas esféricas

1.21(d), y se halla como el producto de las tres
componentes escalares del vector d¢, asi:

dV = (rsenfdo)(rdd)(dr),
dV = r?senfdrdf do.

Z

/
[\
S

Figura 1.17. Proyeccién de df en el plano meridional z — 2/ Figura 1.20. leerezn.c iales de longitud
en coordenadas esféricas
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Figura 1.21. a) Diferencial de superficie en direccién y. b) Diferencial de superficie en direccién .
c¢) Diferencial de superficie en direccién 4,.. d) Diferencial de volumen en coordenadas esféricas
1.3 Integrales de linea, superficie y volumen

Sea L un camino o trayectoria que une dos puntos P; y P en el que la funcién posicion
posee derivada continua.
Sea V' (x,y, z) una funcién vectorial de posicién continua a largo de L. La integral

P
/ V.de,
P1

se denomina integral de linea, donde dl se define como un diferencial de trayectoria:

P o
/ V.dﬂz/V.dﬁz/(l/;danV;,dy—f—Vzdz).
L L

P1



