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Vielfalt, die verbindet: Der Ubergang Schule-Hochschule im
Rahmen des Hanse-Kolloquiums zur Hochschuldidaktik der
Mathematik 2018 in Essen

Klinger, Marcel'; Schiiler-Meyer, Alexander?; Wessel, Lena?

"Universitdt Duisburg-Essen, Essen; *Technische Universitit Eindhoven; *Padagogische
Hochschule Freiburg

Ausgangslage

Die universitire Lehre in der Mathematik steht derzeit gerade im Bereich des Ubergangs
zwischen Schule und Hochschule im Fokus vieler Innovationen. Dies spiegelt sich auch
in der Vielfalt der Beitrdge und Akteure im Rahmen des Hanse-Kolloquium zur Hoch-
schuldidaktik der Mathematik wider, welches vom 9. bis 10. November 2018 als ge-
meinsame Herbsttagung mit dem Arbeitskreis HochschulMathematikDidaktik der
GDM an der Universitdt Duisburg-Essen stattfand. Die Griinde fiir diese Innovationen
liegen in vielféltigen Bereichen, die erst seit wenigen Jahren wahrgenommen werden:

Heterogenitdt der fachlichen Voraussetzungen der Studierenden: Abhingig davon, wo
Jugendliche ihre Hochschulzugangsberechtigung erworben haben, sind sie in den letz-
ten zwei Schuljahren vor der Abiturpriifung in sehr unterschiedlichen Mathematikkurs-
varianten auf das Mathematikstudium bzw. mathematikhaltige Veranstaltungen anderer
Studienginge vorbereitet worden. So ist beispielsweise in fiinf Bundesldndern Mathe-
matik als Priifungsfach fiir das Abitur verpflichtend, in allen anderen Bundesldndern
muss Mathematik zwar in zwei- bis sechsstiindigen Kursen belegt werden, aber nicht
als Priifungsfach.

Hohe Abbruchquoten: Im Wintersemester 2017/2018 waren mindestens 55 % aller Stu-
dierenden in der Bundesrepublik in Féachern eingeschrieben, in denen mindestens ein
mathematisches Modul im Laufe des Studiums belegt werden muss. Gleichzeitig liegen
die Abbruchquoten in MINT-Studienfdchern im Absolventenjahrgang 2018 mit 35 %
(Ingenieurwesen) bis 54 % (Mathematik) deutlich iiber dem bundesweiten Durchschnitt
von 28 %. (Heublein et al., 2012)

Die sich dndernde Natur des mathematischen Denkens und Arbeitens: Die Art des ma-
thematischen Denkens dndert sich von der Schule zur Hochschule. So wird beispiels-
weise mehr Wert auf deduktives Schlussfolgern gelegt, und generell spielen das Bewei-
sen und Definieren eine zentralere Rolle in der Erkenntnisgewinnung (Schiiler-Meyer
& Rach, 2019).

Trotz der Vielfiltigkeit der genannten Phidnomene zeigt sich aber doch, dass Lehrende
an Hochschulen passende Erwartungen haben: Die MaLeMINT-Studie des IPN in Kiel
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konnte zeigen, dass es einen ,,sehr breiten Konsens unter Hochschullehrenden der Ma-
thematik hinsichtlich der Lernvoraussetzungen® der Studierenden in MINT-Fichern
gibt. Die Erwartungen der Hochschullehrenden sind dabei ,,in weiten Teilen anschluss-
fahig an das, was in der Regel in schulischen Mathematikcurricula abgedeckt wird*
(Pigge, Neumann & Heinze, 2019, S. 36).

In Reaktion auf diese und weitere Herausforderungen wurden und werden vielfiltige
Anderungen umgesetzt und erprobt. So sind Ubergangskurse nahezu fester Bestandteil
universitirer Lehrangebote. Diese Ubergangskurse zielen oft auf eine Wiederholdung
des Schulstoffs in der Hoffnung, alle Studierenden auf den gleichen Vorwissensstand
zu bringen. Andere Briickenkurse zielen eher auf die Vorbereitung auf das fiir Lernende
neuartige mathematische Denken, entweder an der Universitit (Grieser, 2017) oder be-
reits in der schulischen Oberstufe (Heitzer, 2019; Schiiler-Meyer, 2019). In diesem Zuge
sind viele Dozierende an Hochschulen bereit, neuartige Wege bei der Verbesserung der
mathematischen Lehre zu gehen:

Reichhaltigkeit der Zuginge zur Lésung der Ubergangsproblematik

Der Ubergang von der Schule zur Hochschule wird aus verschiedenen Perspektiven und
durch verschiedene Zuginge andressiert und bearbeitet. Die Beitrige zum Hanse-Kol-
loquium in diesem Band bilden diese Perspektiven in ihrer Vielfiltigkeit ab.

- Hochschuldidaktische Ansitze nehmen die Ubergangsproblematik aus der Per-
spektive der spezifischen universitiren Lehr-Lernsituationen in den Blick, die
sich von denen der Schule unterscheiden. Hochschulmathematikdidaktische An-
siitze richten ihren Blick auf die Spezifitit des Mathematiklernens im Ubergang,
wie etwa die Problematik, dass Schulwissen Studierenden im Studium zwar wie-
derbegegnet, aber auf nicht vertraute Weise, die zu nicht tragfdhigen mathemati-
schem Denken fiihren kann (Nardi, Ryve, Stadler & Viirman, 2014).

- Es gibt eine groBBe Heterogenitit bzgl. der Zielgruppe, auf die sich hochschulma-
thematikdidaktische Forschung und Entwicklung bezieht: Lehramt mit jeweili-
gem Schulschwerpunkt (G H R Ge Gy BK SoPid), Fachbachelor/Master Mathe-
matik, polyvalenter Bachelor (Mathematik-Bachelor mit Lehramtsoption), Stu-
diengdnge mit hohen mathematischen Studienanteilen in den Bereichen der In-
genieurwissenschaften, Wirtschaftswissenschaften usw., oft auch verschlagwor-
tet als Export- oder Service-Veranstaltungen).

- Es gibt viele Best-Practice-Beispiele von Innovationen in der Lehre, die zu inno-
vativen Begleitforschungen einladen — was allerdings vom Zusammenfinden von
Forschern und Praktikern lebt.

- Der Druck, die Lehre zu innovieren, fiihrt zu verschiedensten Lehrangeboten. Es
besteht jedoch groBer Bedarf, dhnliche Angebote zu kombinieren, voneinander
zu lernen und so gemeinsam an der Optimierung dieser Angebote zu arbeiten.

- Das Feld profitiert von der Vielfiltigkeit der Perspektiven, die zusammenkom-
men, um die Ubergangsproblematik zu bearbeiten. Mathematiker gehen auf die
Mathematikdidaktik zu, Mathematikdidaktiker spezialisieren sich zunehmend
auf das Mathematiklehren und -lernen an der Hochschule. Dozierende an Fach-
hochschulen bilden einen weiteren lebendigen Teil dieser Dynamik ab.



- Neue Medien erlauben neuartige Lehr- und Lernformen und er6ffnen zugleich
neue Ressourcen fiir die Studierenden (wie YouTube-Videos, Lernplattformen
oder mobile Apps). Digitale Ressourcen werden von Studierenden intensiv ge-
nutzt und sind beliebt (Rat fiir Kulturelle Bildung, 2019). Sie erzeugen aber auch
das Risiko einer ,,Verstehensillusion, bei der Lernende oder Lehrende glauben,
durch das alleinige Rezipieren von Videos konne mathematisches Verstindnis
erworben werden (z. B. Kulgemeyer, 2018).

Insgesamt illustrieren diese Punkte eine Intensivierung von Lehr-Lern-Entwicklung und
Forschungsaktivitdten an der Schnittstelle Schule-Hochschule. Wéhrend grof3e Potenti-
ale vorhanden sind, Ressourcen und Perspektiven zu biindeln, um den Ubergang von
der Schule zur Hochschule zu erleichtern, werden diese noch nicht immer genutzt.

Das Potential des Hanse-Kolloquiums als Inkubator fiir Ideen und Koope-
rationen lber Institutionsgrenzen hinweg

Der aufmerksame Zuhorer kann auf dem Hanse-Kolloquium noch immer Fachgrenzen
wahrnehmen und unterschiedliche Uberzeugungen und Perspektiven ausmachen. Dabei
sind diese personlichen Uberzeugungen und Perspektiven Ausdruck der unterschiedli-
chen Bedarfe und Besonderheiten, die an den jeweiligen Institutionen wirken, wie etwa
die besonders problematische Situation an Fachhochschulen, mit wenigen verfiigbaren
Ressourcen einer extrem heterogenen Studierendenschaft gerecht zu werden. Oder die
Unterschiedlichkeiten, die im Hinblick auf das mathematische Denken und Arbeiten
vorliegen, an welchem Studierende teilhaben sollen.

Dem Hanse-Kolloquium gelingt es seit seinem Bestehen immer wieder, Akteure und
Interessierte im Bereich der Hochschulmathematik zusammen zu bringen, d. h. Leh-
rende und Dozierende an Universititen und Fachhochschulen, Forschende im Bereich
des tertiiren Mathematiklernens, sowie wissenschaftlichen Nachwuchs als auch Profes-
sorinnen und Professoren. Auch wenn sich das Hanse-Kolloquium im Jahre 2018 das
Thema ,,Ubergang Schule-Hochschule* gesetzt hat, zeigt diese Vielfiltigkeit doch auf,
dass es den Ubergang nicht gibt und geben kann. Der Ubergang von der Schule zur
Hochschule ist aus Sicht der verschiedenen Institutionen unterschiedlich zu konzipieren.
Auch aus Sicht der Ficher gibt es nicht den Ubergang: die Studierenden in den Lehr-
amtsfdachern unterscheiden sich von jenen der Fachmathematik, die sich wiederum von
Studierenden der Ingenieurswissenschaften, etc. unterscheiden. Weitere Unterschiede
finden sich in den verschiedenen Lernvoraussetzungen, Lernbiografien, Erwartungen,
Interessen usw. der Studierenden.

Die komplexe Topografie des Mathematiklernens im Ubergang fiihrt zu unterschiedli-
chen Herausforderungen. Aus den Beitriagen des Hanse-Kolloquiums konnen u. a. die
folgenden Herausforderungen identifiziert werden:

- Eine extrem heterogene Studierendenschaft hinsichtlich der Bildungsbiografien
(z. B. langjdhrig im Beruf titige Personen, die ein Studium ergreifen), die ver-
schiedenes, teilweise ,verschiittetes mathematisches Vorwissen mitbringt. Diese
Studierenden sollen mit wenigen Ressourcen auf den gleichen mathematischen
Wissensstand gebracht werden. Dies fiihrt zu Uberlegungen hinsichtlich des Ein-
satzes digitaler (Selbst-)Lerntools und Lernvideos sowie zur Konzeption von



Flipped-Classroom-Formaten (vgl. die Beitrige zu den Hauptvortrigen von
Frode Rgnning bzw. Birbel Barzel).

- Studierende sind mit hochschulmathematischen Denk- und Arbeitsweisen nur
wenig vertraut, nutzen ineffiziente Lernstrategien und miissen diese fiir die Hoch-
schule und insbesondere fiir das arbeitsintensive mathematikhaltige Studium ver-
dndern. Unterstiitzung konnen Studierende dafiir in hochschuleigenen Forderan-
geboten wahrnehmen. Dies fiihrt zu individuellen Forderangeboten, aber auch zu
Angeboten, bei denen ein direkterer Dozenten-Studierendenkontakt mdglich ist.
Exemplarisch werden in diesem Band entsprechende Konzepte der Technischen
Universitidt sowie Fachhochschule Dortmunds vorgestellt (vgl. Beitrag zum
Hauptvortrag von Nimet Sarikaya und Peter Furlan).

Die Vielfiltigkeit der Herausforderungen des Ubergangs zu einem mathematikhaltigen
Studium fiihren zu vielféltigen Versuchen, diesen Herausforderungen zu begegnen.
Beim Hanse-Kolloquium kommen Teilnehmerinnen und Teilnehmer aus allen Diszipli-
nen zusammen, um sich iiber innovative Ansétze und Praxiserfahrungen auszutauschen.
Dabei ordnen sich die Beitridge auf einem Spektrum von Grundlagenforschung (Was ist
die genaue Natur des Ubergangs Schule-Hochschule?) iiber forschungsbasierte Praxis-
versuche (Kann eine Vorlesung die eigenaktive Begriffsbildung bei Studierenden unter-
stiitzen?) hin zu breiter implementierten und evaluierten Malnahmen (Wie werden im-
plementierte UnterstiitzungmaBBnahmen genutzt?) ein. Allen diesen Beitrédgen ist die Su-
che nach Evidenz, wie den Herausforderungen in der mathematischen Lehre in Hoch-
schulen wirkungsvoll begegnet werden kann, gemein. Insgesamt zeigt sich, dass sich
Lehrinnovationen und Forschungsaktivititen in den Hochschulen in den letzten Jahren
intensiviert haben, nicht nur an der Schnittstelle Schule-Hochschule, sondern auch
grundsitzlicher bezogen auf hochschulmathematikdidaktische Forschung und Entwick-
lung.

Wir wiinschen vielfiltige Einblicke bei der Lektiire des vorliegenden Bands.
Essen, Juli 2019
Marcel Klinger

Alexander Schiiler-Meyer
Lena Wessel
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Von der Herausforderung, die Hochschuleingangsphase in
Mathematik konstruktiv zu gestalten — Strukturen und Auf-
gaben

Barzel, Barbel
Universitit Duisburg-Essen, Essen

Zusammenfassung: Mathematik stellt fiir viele Studierende beim Ubergang von der
Schule zur Hochschule noch immer eine groBe Herausforderung dar. Die Ubergangs-
kommission Schule-Hochschule hat einen MalBnahmenkatalog vorgelegt, um dieser
Herausforderung zu begegnen. Dabei ist es Ziel, Studierende auf die neue Lernkultur an
der Universitét so vorzubereiten, dass Motivation und Offenheit nicht verloren gehen.
Vielmehr sollen sie individuell beim fachlichen Lernen und in ihrer Eigenverantwortung
unterstiitzt und gestidrkt werden, um die Anforderungen in Mathematik mit Klarheit,
Stringenz und Erfolg zu meistern. Im Beitrag wird der Malnahmenkatalog kurz vorge-
stellt und exemplarisch mit Blick auf die strukturelle Gestaltung der Lernprozesse sowie
der Aufgabenformate erortert.

Aktuelles

Abiturient*innen kapitulieren vor Mathematik, sinkendes Niveau im Abitur, Schiilerpe-
titionen zum Mathematikabitur, hohe Abbruchquoten im Mathematikstudium — die
Liste an Negativ-Schlagzeilen, mit denen Mathematik beim Ubergang von Schule zur
Hochschule in die Tagespresse geriit, lieBe sich noch verlidngern. Ja, es gibt Anlass zur
Sorge. Die Hilfte aller Studierenden eines Jahrgangs sind zu Studienbeginn in Mathe-
matik gefordert (vgl. Ubergangskommission Schule-Hochschule, 2019) und erleben
eine ,,Liicke zwischen Mathematik an der Schule und an der Hochschule.

Im Benennen des Missstandes stimmen viele iiberein, egal ob aus der Perspektive der
Schule oder der Hochschule. Es wird einerseits die neue Lernkultur betont, auf die sich
Studierende zu Studienbeginn einstellen miissen, die viel mehr auf Eigenverantwortung
und fachlicher, deduktiv aufgebauter Fundierung setzt als die Schule. Es wird anderer-
seits der Mangel an mathematischer Kompetenz bei Studienanfinger*innen beklagt,
konkret dass sie zu wenig flexibel und verstindig mit mathematischen Objekten wie
Variablen, Terme und Gleichungen umzugehen verstehen.

Weniger Ubereinstimmung herrscht beim Benennen der Ursachen, die sich im Dreieck
entfalten von ,,Schule bereitet nur unangemessen vor®, ,Politik schafft nur unzu-
reichende Strukturen® und ,,Hochschule beriicksichtigt die Voraussetzungen der Studi-
enanfinger*innen nicht ausreichend*. Monokausalitit ist zu vereinfachend, die Wahr-
heit liegt eher in der Mitte und ist als Geflecht komplexer Griinde zu beschreiben. Hier
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sind alle Beteiligten aus Schule, Hochschule und Politik gefordert, konstruktiv und ko-
operativ Ursachen im gesamten Feld zu identifizieren, um Schliisse zur Verbesserung
der Situation sachgerecht und konkret entwickeln zu konnen.

Dies hat Frankreich mit der Mission Mathématiques — zumindest fiir das schulische Um-
feld — exzellent vorgemacht. 2017 wurden Cédric Villani, Mathematiker und Fields-
Medaillen-Gewinner (2010) sowie sein Kollege Charles Torossian vom franzésischen
Bildungsminister beauftragt, eine Analyse der Schnittstellenproblematik in Mathematik
vorzunehmen und daraus resultierend Vorschlidge zur Verbesserung auszuarbeiten. Man
kann beklagen, dass die international hoch renommierte, franzésische Fachdidaktik und
die franzosische Schulpraxis nicht federfiihrend einbezogen waren, umso erfreulicher
ist aber, dass Villani und Torossian im kooperativen Prozess diese Expertise mit Blick
auf die Spezifik des franzdsischen Bildungssystems gezielt miterhoben haben. Ihr Er-
gebnisbericht (Villani & Torossian, 2018) formuliert 21 MaBBnahmen zur Weiterent-
wicklung des Unterrichts, die in fiinf Bereiche strukturiert sind (vgl. Agricola, 2018):

o ,Vorfahrt‘ fiir die Grundschule,

e Mathematik: Effizienz, SpaBl und Ehrgeiz fiir alle Schiiler*innen,
e Zahlen und Rechenfertigkeiten,

e Weiterbildung und Vernetzung,

e Orientierung und Evaluierung

Die Ergebnisse iliberzeugen durchaus. Fiir die Unterrichtsebene werden gute Empfeh-
lungen und exemplarische Beispielaufgaben vorgestellt, die verschiedene, auch enak-
tive Zugédnge sowie verschiedene Darstellungsarten integrieren. Es wird zudem die Fort-
bildungsebene adressiert und es werden vor allem auch politisch-strukturelle Mafnah-
men konkret benannt.

Dieser Prozess in Frankreich war ein wichtiger Impuls fiir die Schnittstellen-Diskussion
in Deutschland und wurde beispielsweise von der Mathematik-Ubergangskommission
Schule-Hochschule aufgegriffen (s. http://mathematik-schule-hochschule.de/). Diese
Kommission besteht aus je drei gewéhlten Vertreter*innen aus den Bereichen Fachwis-
senschaft (DMV - Deutsche Mathematiker-Vereinigung), Fachdidaktik (GDM - Gesell-
schaft fiir Didaktik der Mathematik) und der Schulpraxis (MNU — Verband zur Forde-
rung des MINT-Unterrichts) und hat kein geringeres Ziel, als die Schnittstellenproble-
matik gemeinschaftlich zu verringern. Im letzten Jahr entstand in mehreren Zyklen von
Analysen, Recherchen und Diskussionen — sowohl in den drei Fachgesellschaften als
auch gemeinsam in der Kommission — ein MaBnahmenkatalog fiir Deutschland, der
mittlerweile von den Vorsitzenden der drei Fachgesellschaften der Kultusministerkon-
ferenz KMK iibergeben wurde (vgl. Ubergangskommission Schule-Hochschule, 2019).
Darin werden neben grundsitzlichen politisch-strukturellen Aspekten Empfehlungen
formuliert fiir einen nachhaltigen Mathematikunterricht und zur Konkretisierung der
Bildungsstandards sowie zur Gestaltung des Ubergangs Schule-Hochschule und zur
Mathematikausbildung im Studium. Vor allem wird eine neue Kultur des Austauschs
gefordert, um die Misere der Schuldzuweisungen zwischen den Akteuren in ein kon-
struktives Miteinander zu entwickeln. So enthalten diese Empfehlungen nicht nur Ver-
besserungsvorschlige auf Unterrichtsebene, sondern bewusst im Unterschied zum fran-
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z0sischen Katalog auch MaBBnahmen mit Blick auf die Hochschule. Hierbei werden bei-
spielsweise Prozesse zur Professionalisierung und Weiterentwicklung von Lehrenden
an Schule und Hochschule gleichermalen gefordert.

Neben den politisch-strukturellen Forderungen ist ein wichtiger Kern des Mafnahmen-
katalogs, die mathematischen Lernprozesse an Schule wie Hochschule bewusst und neu
zu reflektieren — in ihrer Strukturierung als auch hinsichtlich der konkreten Aufgaben-
gestaltung. Dieses kooperative Uberdenken macht umso mehr Sinn, als dass die Male-
Mint-Studie (Neumann, Heinze & Pigge, 2017) deutlich gemacht hat, dass aus Sicht von
Mathematiker*innen iiber viele fachliche Ziele beim Ubergang von Schule zu Hoch-
schule groBe Einigkeit herrscht und diese Ziele allesamt im Einklang mit den schuli-
schen Curricula stehen (z. B. sichere Verfiigbarkeit von Prozeduren beim Bruchrechnen
und Gleichungen I6sen; mathematische Arbeitstitigkeiten wie Problemldsen und der si-
chere Umgang mit digitalen Werkzeugen). Nur iiber eine Konkretisierung kann ein sol-
cher MaBnahmenkatalog sich entfalten und etwas bewirken. Dazu werden im Folgenden
einige Gedanken und Ideen zur Strukturierung von Lernprozessen, Gestaltung von Auf-
gaben und Integration von Medien zur Diskussion gestellt.

Strukturierung mathematischer Lernprozesse

Jegliches Lernen muss die Briicke schlagen zwischen individuellen Voraussetzungen
der Lernenden und den konsolidierten Fachinhalten. Dies klingt einfach, ist jedoch
schwer zu realisieren. Die konkrete Umsetzung kann dabei unterschiedlichen Paradig-
men folgen. Beim genetischen Prinzip (vgl. Scherer & Weigand, 2017) folgt das Lehren
der Idee, Mathematik nicht als Fertigprodukt zu vermitteln, sondern Lernenden Einbli-
cke in den Prozess der Entstehung von Mathematik zu erméglichen (Freudenthal, 1991).
Lehr-/Lernprozesse konnen aber auch einer eher deduktiven Ordnung folgen, bei der
Klarheit und innere Systematik eindeutig hervortreten. Zwischen diesen beiden Polen
bewegt sich die groBe Bandbreite der moglichen Strukturierungen von mathematischen
Lehr-/Lernprozessen. Es wire zu banalisierend, der Schule nur das eine und der Hoch-
schule nur das andere Paradigma zuzuschreiben, denn Lehrende hier wie dort streben
sowohl Verstehen als auch Kohirenz der Fachinhalte an und integrieren deshalb an der
ein oder anderen Stelle Prozessuales der Entstehung als auch fertige, konsolidierte De-
finitionen und Sitze. Entscheidend ist vor allem die Gestaltung des Beginns eines neuen
Themas. Inwieweit gelingt es, dass Lernende neues Wissen in ihr bestehendes Wissens-
gefiige einbinden und damit vernetzen konnen.

Villani und Torossain geben hierzu konkrete Empfehlungen: Sie beginnen den Bereich
zum Titel ,,Mathematik: Effizienz, Spall und Ehrgeiz fiir alle Schiiler*innen* mit Lern-
stufen, wo sie konkret fordern, dass Begriffsbildung mit spielerischem Begreifen und
Experimentieren beginnen sollte, gefolgt von einem eigenstindigen Formulieren bevor
es zum Abstrahieren mit Blick auf den konsolidierten mathematischen Begriff zugehen
sollte (vgl. Agricola, 2018). Solche Stufen der Begriffsbildung finden sich in der Fach-
didaktik als konkrete Forderung (z. B. Vollrath, 1984) und vielfach mit dem Anspruch
verbunden, dadurch die Fachinhalte mit dem Aufbau von Vorstellungen zu verkniipfen.
Wegweisend bis heute sind die fiinf Stufen der Begriffsbildung nach Vollrath (1984),
um den Weg vom Erleben des Phinomens bis zur Abstraktion genau zu explizieren.
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Vollrath hat dies auch vielfach konkretisiert, z. B. fiir mathematische Objekte der Al-
gebra:

e Intuitives Begriffsverstindnis (Begriff als Phinomen)

e Inhaltliches Begriffsverstindnis (Begriff als Tréger von Eigenschaften)
e Integriertes Begriffsverstindnis (Begriff als Teil eines Begriffsnetzes)
e Formales Begriffsverstandnis (Begriff als formales Objekt)

o Strukturelles Begriffsverstindnis (Begriff als strukturierbares Objekt)

Eine solche Stufung ist mit einer transmissiv-gestalteten Strukturierung von Lernpro-
zessen nur schwer zu vereinbaren. Hier liegt es eher nahe, den Einstieg an konkreten
Problemen auszurichten, gleich ob es inner- oder auBermathematische Probleme sind
und Lernenden Raum und Zeit zum Erkunden und Bearbeiten einzurdumen. Dadurch
kann ,,Sinnstiftung® gelingen; Lernenden kann sich der Sinn ihres mathematischen Tuns
erschlieBen (Leuders et al., 2011).

Der Blick auf die Gestaltung von Aufgaben

Die hier dargestellten Gedanken griinden alle auf der Perspektive auf schulische Lern-
prozesse in Mathematik, sind jedoch bereits punktuell als Orientierung in die Gestaltung
von Lernprozessen bei Studierenden eingeflossen und sind deshalb hier als Anregung
jeglicher mathematischer Lernprozesse, egal ob in Schule oder Hochschule, intendiert.

Die Bildungsforschung benennt drei Basisdimensionen effektiven Unterrichtens: Kog-
nitive Aktivierung, effiziente und gut strukturierte Klassenfiihrung sowie konstruktive
Unterstiitzung (Klieme et al., 2006). Lipowsky et al. (2018) haben dabei die Bedeutung
der fachlichen Unterrichtsqualitéit nachgewiesen und herausgestellt — gerade mit Blick
auf die kognitive Aktivierung. ,,Kognitive Aktivierung* — zu verstehen als ein Denken
hoherer Ordnung (Praetorius et al., 2018) — kann sich nur im fachlichen Arbeiten und
Lernen entfalten. Dieser empirische Nachweis erfreut mehr als dass er iliberrascht, denn
Kognition beim Lernen liegt stets im Kern der Sache selbst.

Die Mathematikdidaktik liefert hierzu hilfreiche Konstrukte zur Aufgabengestaltung,
die fiir die Gestaltung von schulischen Lernprozessen mittlerweile gut etabliert sind.
Hier sollen nur in aller Kiirze zwei wichtige vorgestellt werden — das produktive Uben
und der Darstellungswechsel.

Produktives Uben: Dahinter verbirgt sich der Gedanke, Uben variantenreich zu gestal-
ten, so dass reichhaltige und flexible Denkprozesse ausgelost werden. Eine Moglichkeit
dies zu realisieren, ist es, gleichartige Ubungen so zu gestalten, dass sie nicht nur zur
Kapselung automatisierter Fertigkeiten fiihren sondern auch zur reflektiven, vertiefen-
den Auseinandersetzung mit der jeweiligen Prozedur selbst. Dies geschieht, indem bei
der Aufgabengestaltung eine systematische Variation der Daten erfolgt, ergianzt durch
eine Reflexion der dahinterliegenden Muster und Strukturen. Dies soll an einem Beispiel
aus dem ,,cosh-Katalog* (cosh, 2014, S. 18) verdeutlicht werden (vgl. Abbildung 1).
Hier ist zwar an manchen Stellen eine systematische Variation zu erkennen, jedoch wird
diese nicht zur gezielten Reflexion genutzt.
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70. (**) Wie verhélt sich die Funktion f mit

(a) f(z) = wj2L2 fiir z — +o0;

(b) f(x)= foQ fiir £ — +o0;
(¢) flx)= ;_T_ 5 fiir £ — +o0;
@) f(z) = fj J fiir 7 - —oo;
(e) f(n)=(=0,5)" fir n - +o0 (n € N);
(f) f(n) = (=1)" fiir n —» +o0 (n € N);
(g) flx)= xil fiir z — —1;

22 -1

(h) f(z) = 1 fir ¢ — —17

Abb. 1: Aufgabe aus dem cosh-Katalog zur Kompetenz "Propddeutisches Wissen tiber Grenzwerte“ (cosh 2014, S. 18)

Betrachtet man die Teilaufgaben (a) bis (c), so wichst hier die Potenz von x jeweils um
1, wird also systematisch variiert. Dies konnte leicht mit zusétzlichen Aufgabenstellun-
gen verkniipft werden, um damit eine Reflexion der Muster und von Begriindungszu-
sammenhingen anzuregen, z. B. ,,Wie geht es weiter? Lose effizient.” oder ,,Entwickle
eine dhnliche Sequenz von Aufgaben.*

Auch die Teilaufgaben (c) und (d) enthalten eine Variation der Grenzen, die aber auch
bei konkreten Werten beginnen konnte, z. B. dass x gegen 0 und 1 bzw. 0 und -1 laufen
konnte. Auch hier wire die Zusatzfrage ,,Wie geht es weiter?* eine Frage, die eher ein
Vernetzen und Strukturen erkennen erfordert.

Auch Umkehraufgaben im Sinne von ,,Von der Losung zum passenden Objekt* ermdg-
lichen Aufgabenvariationen, die Inhalte auf flexible Weise vertiefen helfen (z. B. Fol-
gen finden zu einem gegebenen Grenzwert, Gleichungen finden zu gegebenen Losun-
gen, usw.).

Darstellungswechsel: ,, There is no understanding without visualization.” hat Duval
(2002) pointiert. Auch beim Beispiel von Grenzwert-Aufgaben kann der Darstellungs-
wechsel vielfiltige Vertiefungen und Reflexionen auslosen. Aufgabenstellungen wie
,,Erklidre den Grenzwert anhand des Graphen.“ oder ,,Stelle anhand des Graphen eine
Vermutung auf, ob es einen Grenzwert gibt und wo er ggf. liegt.” ermdglichen eine
kognitiv sinnvolle Ergiinzung zu rechnerischen Bestimmungen, da sie andere Denkmus-
ter und Vorstellungen zur Vernetzung der Darstellungen erfordern. Wie variantenreiche
Aufgaben alleine durch einen systematischen Darstellungswechsel entstehen konnen,
hat Klinger (2018) im Themenbereich Funktionales Denken konkretisiert (vgl. Abbil-
dung 2).
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zu  situativ- numerisch- graphisch- formal-
von sprachlich tabellarisch visuell symbolisch
situativ- Umformulie- Beispielwerte Visualisieren Modellieren
sprachlich ren, bestimmen einer Situation, (Anndheren,
Realsituation skizzieren Kurven
vereinfachen, hindurch
Reduzieren legen)
numerisch- Interpretieren Verfeinern Werte in Punk-  Wachstumsver-
tabellarisch der Tabelle oder tediagramm halten
bzgl. des Vergrobern darstellen und  erkennen,
Kontexts der Tabelle, ggfs. Interpolieren
Sortieren Verstetigen
und Gladtten
graphisch- Interpretieren Werte ablesen Strecken und Typische Form
visuell des Graphen Stauchen, erkennen,
bzgl. des Andern der Annihern,
Kontexts Achsenskalie- Kurven
rung, hindurch
graphisches legen
Ab- und
Aufleiten
formal- Formeln Argumente Skizzieren, Umformen,
symbolisch interpretieren einsetzen und  durch Deuten ~ Ab- und
(z.B. durch Werte der Funktions-  Aufleiten
Deuten der bestimmen parameter auf
Funktionspara- typische Form
meter) schliefSen

Abb. 2: Klinger (2018, S. 67) hat Aufgabenvariationen durch Darstellungswechsel fiir das Funktionale Denken konkreti-
siert.

Wenn man sich — gleich ob beim produktiven Uben oder beim Darstellungswechsel —
den Gehalt von Aufgaben bewusst machen mochte, geht dies nur durch Konkretisieren
der notwendigem bzw. angeregten kognitiven Tétigkeiten. Der Blick auf diese einzelnen
Tatigkeiten ist ein wertvolles Instrumentarium, die Tiefenstruktur von Aufgaben zu ex-
plizieren und die Konstruktionsprinzipien von Aufgaben fiir alle Lehrenden transparent
zu machen und gleichzeitig implizit fiir eine Vielfalt von Aufgabenstellungen fiir jegli-
chen Lernprozess zu sensibilisieren. Das ist nicht nur wichtig fiir das Design von Auf-
gaben, sondern auch zur Analyse und zur Beurteilung von Aufgaben und damit grund-
legend zur Reflexion von Lehre. Eine strukturierte Liste an Téatigkeiten findet sich bei-
spielsweise im TIMSS-Framework (vgl. Mullis et al., 2003, S.25 ff.), gegliedert in vier
Bereiche mathematischer Aktivititen:

e Knowing facts and procedures (Wissen um Fakten und Prozeduren):
Reproduzieren; Erkennen/Identifizieren; Berechnen; Werkzeuge verwenden
e Using concepts (Nutzen von Begriffen und Zusammenhéngen):
Wissen, Klassifizieren, Darstellen, Formulieren, Unterscheiden
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o Solving routine Problems (Losen von Routine-Problemen):
Auswéhlen, Modellieren, Interpretieren, Anwenden, Verifizieren/Checken

e Reasoning (Begriinden):
Hypothesen aufstellen, vermuten, voraussagen, Analysieren, Evaluieren, Gene-
ralisieren, Vernetzen, Synthetisieren, Probleme 16sen, Begriinden/Beweisen

Qualitative Kurvendiskussion 5. Die Leitidee funktionaler Zusammenhang

Gegeben sind die Funktionen g mit g(x) =2* und fmit f(x)= x2 Die beiden Abbildungen zeigen
deren Graphen.

Welcher Graph gehort zu g und welcher gehért zu f? Geben Sie auf den Achsen jeweils geeignete
Einheiten an. Begriinden Sie.

Abb. 3: Exemplarische Lernaufgabe des IQB fiir den Unterricht in Mathematik Sekundarstufe I1
(https://www.igb.hu-berlin.de/bista/UnterrichtSekll/mathematik/analysis, letzter Zugriff: 11.6.2019)

Knowing Facts and Procedures
Erkennen/ Identifizieren

Using Concepts
Unterscheiden
Solving Routine Problems

Reasoning
Voraussagen, Analysieren,
Vernetzen, begriinden

Abb. 4: Konkretisierung der Tdtigkeiten zur Aufgabe in Abbildung 3 anhand des TIMSS-Frameworks

Wenn man diese Kategorisierung beispielsweise auf eine Aufgabe anwendet, die das
Institut fiir Qualititsentwicklung im Bildungswesen (IQB) bereitstellt, um das Lernen
in der Sekundarstufe II in Analysis zu verdeutlichen (vgl. Abbildung 3), so erlaubt diese
Kategorisierung einen ersten Tiefenblick (vgl. Abbildung 4). Eine Einordnung der Auf-
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gabe erfolgt beim IQB mit Blick auf die Bildungsstandards durch Nennung der relevan-
ten Leitidee (im Beispiel Leitidee 4 — Funktionaler Zusammenhang), der allgemeinen
mathematischen Kompetenzen (im Beispiel: 1 — Mathematisch argumentieren, 2 — Prob-
leme mathematisch l6sen, 4 — Mathematische Darstellungen verwenden) sowie der An-
gabe, welcher der drei Anforderungsbereiche (zwischen Wiedergabe von Sachverhalten
und Wissen bis hin zum selbststindigen Bearbeiten komplexer Sachverhalte) anzuset-
zen ist (im Beispiel: II). Auch wenn in der allgemeinen Beschreibung der Anforderungs-
bereiche (vgl. KMK, 2012, S. 27) durchaus konkrete Tétigkeiten benannt werden, so ist
doch bedauerlich, dass dies nicht fiir die einzelnen Aufgaben konkretisiert wird.

Begriinden und Beweisen
Das Item fragt explizit nach einer Begriindung: J/N

Méglichkeit fiir mathematisches Kommunizieren
Das Item erfordert das Aufschreiben eigener Gedanken:

(mit Symbolen, Bildern, Worten): J/N/V
(V steht fiir EINE Vokabel)

Verbindungen
* Kein Realkontext, nur EIN Inhaltsbereich: N
* Realkontext: R

* Kein Realkontext, aber mindestens zwei vernetzte Inhaltsbereiche: |

Reprdsentationen: Die Rolle von Graphen

* Es wird keine Grafik benutzt N
* Grafik, keine Interpretation nétig (superfluous) S
* lllustrierende Grafik, keine Interpretation notig IL
* Grafik, Interpretation notig Gl
* Grafik muss erstellt werden GE

Repréisentationen: Ubersetzung zwischen verschiedenen Arten

* Kein Reprasentationswechsel angeregt N
*  Wechsel zwischen Verbalem & Symbolischem VS
*  Wechsel zwischen Symbolischem & Graphischem SG
* Wechsel zwischen Verbalem & Graphischem VG
*  Wechsel zwischen Graphischen Darstelllungen GG
* Mehr als zwei Wechsel A

Abb. 5: Das MPAC-Framework dient der vertieften Analyse von Priifungsaufgaben mit Blick auf Unterricht (iibersetzt aus
Thompson et al. 2013, S. 406)

Einen solchen Weg, der iiber diese IQB-Kriterien weit hinausgeht, schlagen amerikani-
sche Kollegen mit dem Mathematical Processes Assessment Coding (MPAC)-Frame-
work zur Analyse von Priifungsaufgaben vor (Thompson, Hunsader & Zorin, 2013, S.
406; vgl. Abbildung 5). Dieses Analyseinstrument dient gezielt zur Professionalisierung
von Lehrenden, um der Gefahr entgegen zu wirken, dass Unterricht mit dem Fokus auf
Priifungsvorbereitung zu oberfldchlich und zu formalistisch gerit. Diese Gefahr erleben
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wir auch in Deutschland, dass Titigkeitslisten alleine als ,,Operatoren* wahrgenommen
werden im Sinne von operationalisierbaren, tiberpriiftbaren Teilschritten, um die Anfor-
derungen je nach Verb in den Aufgabenstellungen fiir Schiiler*innen transparent zu ma-
chen. Dies geriert schnell zu einem rezeptiven Erfiillen der Aufgabenstellung ohne Ver-
stehen und mentale Flexibilitdt. So sinnvoll eine grundsitzliche Transparenz fiir Schii-
ler*innen iiber die geforderten Titigkeiten ist, so gefdhrlich ist jedoch auch die Engfiih-
rung, wenn der Gehalt der Téatigkeiten aus dem Blick gerit.

Fazit

Kooperation von Dozierenden und Lehr-Verantwortlichen an Schule wie Hochschule
beim Weiterentwickeln von Strukturen der Lehr-/Lernprozesse und Aufgabenstellungen
sollte regional wie iiberregional viel stiarker angeregt und genutzt werden, um Lernkul-
turen an Schule und Hochschule zu vergleichen und zu diskutieren. Hier voneinander
zu lernen, indem gemeinsam konkrete Aufgaben analysiert und neu entwickelt werden,
kann den Blick schirfen, die eigenen Lehrprozesse zu iiberdenken, zu reflektieren und
gegebenenfalls zu optimieren. Nur kooperativ ist die Herausforderung zu meistern, die
Hochschuleingangsphase in Mathematik fiir die Studierenden konstruktiv zu gestalten.
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