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Vorwort

Ein Merkmal unserer Zeit besteht in der Me-
chanisierung und Automatisierung, die sich fast
auf alle Zweige von Wissenschaft, Technik und
Wirtschaft erstreckt und von einem zunehmenden
Vordringen der Elektrotechnik begleitet wird. So-
wohl bei der Ausbildung der Facharbeiter, Tech-
niker, Meister und Ingenieure als auch in der
Weiterbildung der in der Praxis Tétigen erhdhen
sich stindig die Anforderungen an jeden, der sich
mit der Elektrotechnik beschiftigt.

Die schwierige Aufgabe der Bewiltigung des
Stoff-Zeit-Problems fiihrt oft dazu, dass der Her-
ausbildung von Fertigkeiten durch Berechnung
von Ubungsaufgaben nicht geniigend Beachtung
gewidmet wird.

Mit dem vorliegenden dritten Band, der eine um-
fangreiche Sammlung an Formeln und Aufgaben
zur Leitungs- und zur Vierpoltheorie sowie zur
FOURIER-Analyse und zur LAPLACE-Transfor-
mation enthilt, erfolgt daher eine folgerichtige

Erginzung zu den beiden seit Langem erschei-
nenden Binden der ,,Elektro-Aufgaben®.

Zur Einfiihrung der mathematischen Hilfsmit-
tel sind im 1. Abschnitt Aufgaben mit Funktio-
nen komplexer Zahlen und zur Matrizenrechnung
vorangestellt. Diese beschridnken sich aber nur
auf die in der Vierpoltheorie benotigten Matrizen
zur Ordnung 2. Die Kenntnis der Differenzial-
und Integralrechnung wird vorausgesetzt.

An der Gestaltung der neuen Auflage des Buches
hat Herr Dr. MARTIN FEUCHTE vom Carl Hanser
Verlag durch seine konstruktiven Kontakte mit
der Bearbeitern wesentlichen Anteil.

Fiir die miihevolle Arbeit der Aufgabentiiberprii-
fung und von erforderlichen Ergdnzungen danken
wir den Herren Dipl.-Phys. KLAUS VOGELSANG
und Prof. Dr. HARALD LINDNER.

Verfasser und Verlag
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1 Rechnen mit Funktionen komplexer Zahlen
und mit Matrizen

Aufgaben zur Einfiihrung in das Rechnen mit komplexen Zahlen, insbesondere zur Umrechnung
der Normalform in die Exponentialform und umgekehrt, sind im Band 2 der Elektro-Aufgaben
(Wechselstrom) enthalten.

1.1 Quadratwurzel aus einer komplexen Zahl

Liegt der Radikand in der Exponentialform vor, so ist die Quadratwurzel aus dem Betrag Z zu ziehen
und der Winkel ¢ zu halbieren:

VZelo :\/Z.ej%

Liegt der Radikand in der Normalform Z = a + j b vor, dann ist diese zuvor in die Exponentialform
umzuwandeln: \/a +jb = VZel? mit Z = /a?+ b? und tan ¢ = b/a; ferner ist

V—a+jb=j\/a—jb

Aus folgenden Ausdriicken ist die Quadratwurzel 45, V—-3-j6 16. /—2,65+1,68
zu ziehen und diese in der Normalform anzuge- _
ben: 17. i\/5+] 1. Y33
1. Vel 2. V2ei .
3. V16eis” 4. \/0,0le-i¥ 19. ./ 13 00, /LTI
5. \/j9 6. v—j V 3+ -]
7. v/—j0,16 8. /> 21. \f 2. | L

’ j i 1+]j
9. /1+] 10. /~1—j 23. Vj oa, (l_ﬂ)z
1. /1-j 12, /—1+j L4
13. /2-j3 14. /=5+j4 2. &

1.2 Exponentialtunktionen mit komplexen Exponenten und
Logarithmen komplexer Zahlen

Die Exponentialfunktion mit komplexem Exponenten kann in einen reellen und einen imaginiren
Faktor zerlegt werden:

ea+jb —e. ejb
Der Logarithmus einer komplexen Zahl kann in einen reellen und einen imaginéren Teil aufgespalten

werden:

In(@a+jb)=In(Ze!?)=InZ+j¢



8 I Rechnen mit Funktionen komplexer Zahlen und mit Matrizen

Die folgenden Ausdriicke sollen in die Form es—e 8 | )
Ze =Ae’? gebracht werden: T ette s mitg=0,6+j0,5
26. e*ti3 27. ¢ !oH08 Die folgenden Ausdriicke sollen in die Form
28. —(0.75+i04) 29, /084124 Z = a+]b gebracht werden:
30. \/m 31. el,6+.j0.9 38. In (16Cj90n) 39. In <071 e,jzoc)
e’ i10° .
e0.14j0.2 o . 40. In (2715eJ|U ) M. In3+jd)
82. 5501 33. e felv 42. In(0,4—j0,2) 43. In(—1-j)
34, e02H1S 4 02715 44. In(0,05+j0,02) 45. In(50—j0,2)
35. % [e08+108 | e=(08+i08)] 46. In\/2—j4 47. n(j3)
1 1 -
- e~ it o — ; 48. In | — 49. 1 3
36. 2(65 e ) mitg=(1+j) H(J3) ny/j

1.3 Hyperbelfunktion komplexer Argumente

Die Kenntnis der Hyperbelfunktionen und ihrer Eigenschaften wird hier vorausgesetzt. Beim Vorlie-
gen komplexer Argumente werden die Funktionswerte unter Benutzung der allgemein verbreiteten
Zahlentafeln mit den hier angegebenen Formeln berechnet. Sie konnen aber auch mithilfe besonderer
Netztafeln (Sinus- und Tangensrelief) ermittelt werden.
sinh (a +jb) =sinha-cosb+j cosha-sinb
cosh(a+jb)=cosha-cosb+j sinha-sinb

sinh 2a j sin2b
cosh2a+cos2b  cosh2a+ cos?2b

Ist der Funktionswert von tanh (a + j b) in der Form Z e3? (oder in der entsprechenden Normalform)
gegeben, so findet man die Komponenten des Argumentes a + j b mit den Formeln

tanh (a+jb) =

2Z 27 si
LLCO89 und tan2b = ik
1+22 1-22
Die Werte von a und b kdnnen entsprechenden tanh- bzw. tan-Tabellen entnommen werden.

tanh 2a =

Die Werte der folgenden Funktionen sind in der  61. cosh (0,8 —j0,8)
Normalform anzugeben: 62. cosh (n /2] n)

50. sinhj

51. sinh(0,5j)

52. sinh(0,5+j1,5)
53. sinh (0,8 —j0,8)
54. sinh(0,2+4j1,2)

63. coshjr/4

64. tanhjr

65. tanh(1+j)

66. tanh(0,2+j0,3)
67. tanhe 1%

55. sinh (0,2 +jm) 68. tanh 15 (1+ /%)
56. sinh (1,65 —j2,50) 6. tanh /05T
57. sinh (n/2+]) 1

58. cosh(1+j) 70. tanhj—3

59. coshj0,9

Zu berechnen sind die komplexen Argumente
60. cosh(0,6+j0,2) (a +j b) folgender Funktionswerte:
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71. tanh(a+jb)=]j 76. tanh(a+jb)=0,8e!%°
72. tanh(a+jb)=2+j2 77. tanh(a+jb)=0,7—j0,2
73. tanh(a+jb)=0,253+j0,519 78. tanh(a+jb)=1,117¢e/"*"
74. tanh(a+jb)=0,923+j0,157 79. tanh(a+jb) =0,366e%*
75. tanh(a+jb)=0,3¢el!? 80. tanh(a+jb)=1,11e4"

1.4 Rechnen mit Matrizen

Zur Abkiirzung der in der Vierpoltheorie vorkommenden Gleichungssysteme ist die Matrizenform
niitzlich.

Definition: Unter einer Matrix A versteht man die in einem rechteckigen Schema von m Zeilen und n
Spalten angeordnete Gesamtheit von m - n Elementen

apn app ... di

ay  ap arp
A =

() Amn

Ist z. B. ein Vierpol durch die Gleichungen
U.=Znl.+Zpl

La

U, =2yl +7Znl

Za

gegeben, so lautet die entsprechende Matrizenschreibweise

U\ _ (Zn Zi)\ (L
U, 2y Iy I,

Die Matrix auf der linken Gleichungsseite besteht nur aus einer einzigen Spalte, wihrend auf der
rechten Seite das Produkt aus einer quadratischen Matrix von der Ordnung 2, d. h. vom Typ (2, 2), und
einer einspaltigen Matrix steht.

Zur Losung der im Abschnitt 3. behandelten Aufgaben werden lediglich Matrizen der Ordnung 2 und
einspaltige Matrizen verwendet, deren Handhabung einfach ist.

1.4.1 Determinante einer Matrix

Wihrend eine Matrix in runde Klammern eingeschlossen wird und nur ein Schema von Koeffizienten
darstellt, besitzt deren in gerade Striche gesetzte Determinante AA (oder auch detA) einen berechen-
baren Zahlenwert.

Fiir eine Matrix der Ordnung 2

apn  ap
A=
ay  ax

lautet die Determinante

ap ap

AA = = apdax — apay

az ax
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Anwendungsbeispiel:

Sind zwei lineare Gleichungen mit den beiden Unbekannten x und y gegeben:
anx+apy =b

axx+any =b,

so findet man nach der ,,CRAMERschen Regel*:

_ b _ 1
T AA T AA

an b
ay b

by ap

und y
b, ax

Wie lauten die Determinanten folgender Matri-  91. Wie lautet die Matrix der Ordnung 2, deren

zen? Determinante AA = 1 ist (Einheitsmatrix)?
81. A— 3 2 82. A— 4 7 92. Wie lautet die Determinante, deren Matrix
' “\4 5 ' “\5 9 aus vier aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen be-
steht?
10 -9 10 . . . .
83. A= 1110 84. A= 01 93. Wie lautet die Determinante, deren Matrix
aus vier aufeinanderfolgenden geraden Zahlen
besteht?
85. A= (“ Z) 86. A= (12 “bb>
a /a In den folgenden Gleichungssystemen sind mit-
a+b c+a hilfe von Determinanten die Unbekannten x und
87. A= (—c b b+ c> y zu bestimmen.
88. Wie lautet die Matrix der Ordnung 2, deren 94. 3x-2y=11 95. 8x+5y=063
2x+3y=16 Ix—5y =27

1. Zeile die Elemente (5, 6) und deren Determi-
nante den Wert 12 hat, wenn die Elemente der 2. X a

Zeile im Verhéltnis 3 : 4 zueinander stehen? 9. gy B ?x + 1 1 or. y b

Y =X — o 2
89. Wenn das erste Element der Matrix A = (x—=y)=(a—b)
<]x2 2) verdoppelt wird, nimmt die Determi-  gg i i‘y _ Zi’l]; 99. x_ %
nante den 3-fachen Betrag an. Wie lauten die 3y zy — 342 6x +i] 13
Matrix und deren Determinante? y=od ==

4y+5 1

90. Die Determinante einer quadratischen 2-rei- X y
higen Matrix hat mit AA = 5 denselben Betrag 100. atb + a—b 2a
wie die beiden Elemente der 1. Zeile. Wie lautet X y
die Matrix, wenn a,, = 11 ist? a—b a+b =2b

1.4.2 Addition von Matrizen und Multiplikation mit einem Faktor

Zwei Matrizen vom gleichen Typ werden addiert (subtrahiert), indem man die einander entsprechenden
Elemente addiert (subtrahiert):

an an) biy bu\ _ (fanEbn antbp

ay  axn by by ay £ by antbxy
Eine Matrix wird mit einem Faktor £ multipliziert, indem jedes Element mit dem Faktor k multipliziert
wird:

KA = k ap  ap + kay,  kap,
a axp ka>,  kax
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Enthalten alle Elemente einer Matrix einen gemeinsamen Faktor, so konnen sie durch den Faktor
dividiert und dieser vor die Matrix geschrieben werden.

2 3 8 5 Folgende Ausdriicke sind auf die kiirzeste Form
101 (4 9) + (1 7) zu bringen:

15 17 3 -7

(903 oo ) (55
w (3 10) (4 ) tos, (472 2oy (00
(% 2

102.

2 4
109. Um welchen Faktor vergrofert sich die
—a —-b Determinante A einer 2-reihigen quadratischen

104. 2 3a Matrix, wenn diese mit dem Faktor k multipliziert
wird?

105. a- b 1/“> 110. Welche Matrix B ist zur Matrix

a 1/b B (0 5 2 5)
106, 103, (3000 4500 45 3,0
) 500 1200 zu addieren, damit die Einheitsmatrix entsteht?

1.43 Multiplikation von Matrizen

Zwei Matrizen A und B werden miteinander multipliziert, indem man die Zeilen der Matrix A mit den
Spalten der Matrix B in der folgenden Weise zusammensetzt:

< ap ap ) ) (bu blZ) _ ( a11b12+a12b22>
ay axp by | by anby +anby  ax b+ anby

Die Multiplikation ist nur dann ausfiihrbar, wenn die Zahl der Spalten von A mit der Zahl der Zeilen
von B iibereinstimmt.

Das Produkt zweier Matrizen ist nicht kommutativ, d. h., im Allgemeinen ist AB # BA. Man unter-
scheidet die Multiplikation von links her (AB) und von rechts her (BA).

Die Determinante A(AB) des Produktes ist gleich dem Produkt der Determinanten AA und AB, auch
dann, wenn AB # BA ist.

Berechnen Sie die folgenden Produkte und wei- 5 3 6
sen Sie nach, dass das Produkt der Determinanten 115 <4 2) ’ <1)
der Faktoren gleich der Determinante des Produk-

tes ist: 116. (6 ])<i ;)

2 1 1 2
. 4 3)°\5 6 Stellen Sie durch Ausrechnen fest, ob die folgen-
den Produkte kommutativ sind:

() we (5160
(1) s (7309
((1)2 —4(7)?5) 19. <190 182>'(; 1j3>
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(1)) = (5 5)0)-(0)
(G =)-C)

E

Folgende Produkte sind in die Form eines Glei- 125
chungssystems umzuschreiben:

121, (Ye) = (D0 Z2) (L 126. _2>: 13 -1/ <x>
" \U, Zo1 Zn I, =3 1/7 -1/3 y
U\ (A A,2> <Q> 127 6OV> _ ( 1,5 509> . <U2>
122. (¢ ) = . a .
(Ls) (Az. An) \L 124) “\oo2s 12 ) \ 5
50V> . ( 4 IOOQ> . <U2>
haltenen Unbekannten x, y bzw. U;, U, usw. sind 03A 0,025 1 b

mithilfe von Determinanten zu berechnen (siehe

auch die Anleitung S. 10): 129.

50V\ _ [40Q 50Q\ (1,
10V) \4Q 80Q L

I5A\ (6mS 4mS (U
03A/ \1mS 2mS U,

—

Die in den folgenden Matrizengleichungen ent-  128. (
30. (

= (0 5)-0)-(9)



2 Leitungen

2.1 GrundgréBen elektrischer Leitungen

Formeln:

Grofle Zeichen | Einheit
Z' =R tjol Lénge der Leitung l km
, Widerstandsbelag R Q /km
7' = /R + @2L"?
Induktivitéitsbelag L H/km
Y =G +joC Kapazititsbelag c’ F/km
) Ableitungsbelag G S/km
Y = /G2 + p2C?
* Lingswiderstand je z' Q /km
Kilometer
A . . . . /
T — ? —Z ei? Querleitwert je Kilometer | Y’ S/km
= Wellenwiderstand Z Q
— Winkel des Wellenwider- 1) °
r= zY standes
: Ausbreitungskoeffizient y 1/km
=o+ A
Z 1k Déampfungsbelag o Np/km
R oder
tane = 7 1/km
@ Phasenbelag B rad/km
, oder
tan § = GC/ 1/km
[0}
Ausbreitungsmal g=1vl 1
0= 0—¢ Déimpfungsmal a=ual | Np
2 Phasenmal3 b=pI1 |rad
. 0+te Verlustwinkel des Léangs- £ °
a=vVZ'Y' sin ) widerstandes
Verlustwinkel des Quer- ) °
s \/ﬁ o+e leitwertes
= - cos
2

Bild 1: Ersatzschaltbild einer Leitung von 1 km Linge

Aufler dem ohmschen Widerstand R weisen alle elektrischen Freileitungen und Kabel eine bestimmte
Induktivitédt L, eine Kapazitit C sowie eine von den Isolations- und dielektrischen Verlusten herriih-
rende Ableitung G auf. In dem zumeist vorliegenden Fall der homogenen Leitung kann man sich
diese GroBlen gleichmifBig auf die gesamte Leitungslidnge verteilt denken und bezieht sie dann auf
je 1km Linge der Doppelleitung. Damit ergeben sich die Leitungskonstanten: Widerstandsbelag R’,
Induktivititsbelag L', Ableitungsbelag G’ und Kapazitiitsbelag C’. Fiir 1 km Leitungslinge entsteht
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so das Ersatzschaltbild (Bild 1). Hierbei lassen sich noch R’ und L’ zum komplexen Liingswiderstand
Z' (Impedanzbelag) sowie G’ und @C’ zum komplexen Querleitwert Y’ (Admittanzbelag) zusam-
menfassen. Ubungsaufgaben zur Berechnung der Induktivitit und Kapazitit von Leitungen befinden
sich im Band 1 dieser Aufgabensammlung (Gleichstrom, Abschnitt 7.3 und 9.5).

Mit zunehmender Entfernung vom Leitungseingang nehmen Spannung und Strom nach einem Expo-
nentialgesetz ab. Hierfiir ist der Ddmpfungsbelag o bzw. fiir die gesamte Leitungslidnge / das Ddmp-
fungsmaB a = o/ maBgebend. Gleichzeitig tritt eine zunehmende Phasenverschiebung von Spannung
und Strom gegeniiber den Werten am Leitungseingang auf. MaBgebend hierfiir ist der Phasenbelag 3
bzw. fiir die gesamte Leitungslidnge das PhasenmaB b = /. Beide Grofien setzen sich zum komplexen
Ausbreitungskoeffizienten y bzw. fiir die gesamte Leitungsldnge / zum Ausbreitungsmall g = y/
zusammen. a -

Bei unendlich groBer Leitungsldnge ist der Eingangswiderstand gleich dem Wellenwiderstand Z; .
Wenn eine Leitung von endlicher Linge mit dem Wellenwiderstand Z; abgeschlossen wird, liegt
der besondere, in der Praxis meist angestrebte Fall der Anpassung vor. Dann ist der Quotient aus
Spannung und Strom an jedem beliebigen Punkt der Leitung gleich dem Wellenwiderstand, und die
tibertragene Leistung hat ihren maximalen Wert.

Ausbreitungsmal} g und Wellenwiderstand Z; lassen sich nach den angegebenen Gleichungen aus
dem Lﬁngswiderstgnd Z' und dem Querleitwert Y’ berechnen. Hierbei ergeben sich o und g aus dem
Ausbreitungskoeffizienten y als reelle bzw. imagindre Komponente. Ein zweiter Weg zur Berechnung
des Ausbreitungskoeffizienten y fiihrt iiber die Betréige von Z',Y' und die zugehdrigen Verlustwinkel
Jund ¢.

131. Gegeben sind die Grundgrofen folgender Leitungen:

R'in L' in G’ in C'in
Q /km mH/km uS/km nF/km
a) Starkstromleitung (f = 50 Hz) 0,2 1,5 0,5 5
b) Fernsprechleitung (@ = 5000 1/s) 5 2,0 8,0 6
c) Fernsprechkabel (@ = 5000 1/s) 60 0,7 1,0 30

Zu berechnen sind: Wellenwiderstand Z; , Dimpfungsbelag ¢, Phasenbelag  und Ausbreitungskoef-

fizient 7-

132. Welcher komplexe Ausdruck fiir den Aus-
breitungskoeffizienten y ergibt sich fiir eine Frei-
leitung mit R = 8 Q /km, L' = 2mH/km, G’ =
1 uS/km, C' = 5nF/km und @ = 5000 1/s?

133. Wie groB3 sind der Ddmpfungsbelag o und
der Phasenbelag 8, wenn das Ausbreitungsmal3
einer 50km langen Leitung a) g = 1,5¢3",
b)g=2,5e ¥ und c) g =2,5+j 1,2 betriigt?

134. Wie lautet das Ausbreitungsmal} g in der
Exponentialform fiir ein Kabel mit den folgenden
Werten?
a) o =45mNp/km; 8 =3,2°/km; [ = 40km
b) « =60mNp/km; 8 = 0,07 rad/km;

[ =120km
¢) a =30mNp/km; g = 0,1 rad/km;

[ =300km

135. Das Ausbreitungsmal} eines Kabels, des-
sen Phasenmall b = 15rad ist, hat den Betrag
| g | = 25. Welchen Wert hat das Ddmpfungsmal
a?

136. Eine frei verlegte Telefonleitung hat die
KenngroBen R’ = 18 Q /km, G’ =2uS/km, L' =
1,6mH/km und C’' = 4nF/km. Zu berechnen
sind der Dampfungs- und Phasenbelag sowie
der Ausbreitungskoeffizient und der Wellenwi-
derstand bei Annahme der Kreisfrequenz o =
5000 1/s.

137. Fiir eine Fernsprechleitung mit R’ =
12Q /km, L' =2,2mH/km, G' =3 uS/km, C' =
5nF/km und @ = 50001/s ist auf kiirzestem
Weg der Winkel ¢ des Wellenwiderstandes zu
berechnen.



