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T~ORIE DE LA DII.IENSION 

I. Introduction. Espaves metriques. 

Definition de l'espace metrique: EspacG dont lequol uno fonc

tion non-negative de deux variables \X-Y!1 nommae distance, est 

Ie terme primitif, assujetti aux axiomes suivants: 

(i) 

(iii) 
~x-Yl =o}:: (x=y), 

\x-Y \ + I y-z \ ?: 

(ii) \ ;![-Y\ 
\x-z \. 

Exemple~ d t espaces mcariquGs: 11 cspeca euclidien a n dimen

sions En; cube de Hilbert, clest-a.-dire lr~space H de suites 

infinies x:=(x1 ,x2",,), o~J xn \~ 1 "t Oil 

I x-y \ = )" L \ X -y ). 
- 2n Inn 

Tous sous-~nsemble dl~iespace metrique est metrique. 

Notions fondamentales. ~am8tre dlun ensemble A: 

6 (A) = sup lx-xl \ ou x,x' f A. 

Ensemble borne = ensemble dont le diametre est fini. 

Limite d'une suite de points diun espace matrique: 

(p = lim Pn) __ (lim \Pn-p\ =0). 
n= ([) n=([) 

Espace compact = espace dans lequel toute suite infinie de 

points contient une suite partielle convergente (exemples: llin

tervalle 0 ~ t ~ 1; cube H de Hilbert). 

Espace complet = espace dans lequel toute suite satisfaisant 

a la condition de Cauchy est convergente (ane suite P1 112'" sati.§. 

fait a. la condition de Cauchy, 10rsqu I a. tout E >' 0 co rrespond 

un k tel que pour n :::. k ou a \Pn-Pk\<t). 

~ (ouverte) de centre 9:. et de rayon ,t:: 11 ensel;lble de 

points dont la distance de a est i:lferieure a ,t:, c I est-a.-dire 

E \ x-a I <: r. 
x 
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',ermljl'\!y.re de A = 1 I enijemble A de taus le" points p de la 

$,:r.rme p '" Hm p , ou III ~ A (autrement dit; QUi a P € K lorsque I:i.=oo n "'n Ii;: 

t~u~e ~ule de centre p admet des points comm~s avec A). 

Enaell).ble ~ ,;j ensemble!:. saUsfaisani a. Ie. condition 

X ~ A. Etteemble ~ = complementaite d'un e~semble ferme 

(~ •• sem~le qui, avec tout point, cont1ent une boule ayant ee 

.o~n' pour centre). 

La ~ (l'union) dlun nombre find d'ense.blem fermes est 

'im Eii1$emble ferme. LEi :grodlli~ (1 I :j,.:p:b8rsectiQD.) d 'un nom'bIoe :Uni 

il'e.nlIelnb~es ouver-i;s elilt un ~nsemble ou"tert. Le produit ('Pun 

mombre arbitraire d'ensemblEis fermes est ferm~ at Ia somme &'en

sembles ouverta est un ensemble ouvert. 

lnterieur et frontHre d!un enaemble A situe dans liespaee 

x! 
lnt (A) = x-I;[, Fr(A) = A·~. 

lam ~ (p,F) =l in.f \ p-lti ou x €F (pour F =0 ,on pose 

~ ("F}lI:'t). 

lintoyage: [A est un entoilrage de ~~[ P" Int· (A)] (clest

a ... dire qu'il existe una boule. de centre- p oon:tenue dana A). 

Ensembl.e~: [A est dense dans 1 I eapaee ~!; [(A=X>]. 
E§pau se.i!arabie: eapaes qui con'Gient un 8ous~ensemble dense 

Qen@mbra~le (examples. esp~e euclidien. En, cuie de Hilbert Hj 

tQut eRssmble fini. tout B&~ense.ble diun eSface me.trique se.

l>are b)' e ) • 

Tout elllpace metrique separable contient une base, c'est-a.-dire 

1l1le suite R1 ,R2,... d I ensembles ouverta tels qu' a tout point 

:p at tout E > 0 oorrespond Un k tel qu.e p is Rk et J (Rk ) < E. 
Ensemble frontiere = ensemble dont Ie compleaentaire est 

dense. 

Ensemble de pre~ere categorie = sous-enaembio dlun ensem

ble F1+F2+ ••• +F + .•• , au Fest frontiere et forme. 
'l\ n 

The-Oreme de Baire: QaJ:lS. un espace oomplot tottt ensemble de· 
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premiere categorie est illl ensemble :i:'rontHro. 

Transformation continue: f est continue lorsque 

~ .~::)(]~[~ ~lJ( )=~(J()]. 
"1\._ Q:) '1'\..:;: V,) "f\, 

Transformation homeOmorptle: la transformation fest illle 

homeomorphie lorsqu1elle cst continue, biunivoque et la trans for-

mation inverse est conti,iue: 

Propriete topologigue.o; propriete invariante relativement 

aux transformations homeomorphes. 

Theoreme d'Urysohn: tout EJspace me"trique separable 1) est 

homeomorphe a un soue-ensemble du cube H de Hilbert. 

Espace fonctionnel i"-: eScJ[lce de toutes les tr[tnsformations 

continues de I' espace X (sUPPOS(3 CO],lpact) on sous-ensembles de 

l' espace Y , la distance dans I' cspac€< yx 6tant defini e par la 

formule: 

!f-g [ =: sup !f(x)-g(x)! 

Si Y est complet, Yl l'est egalement. 

ou x E X. 

Bj. bliograpp,ie. Trai tes sur 1a tlH~Ori(~ de la dir;,ension: 

1. W. Hurewicz-H. Wa11mann, Dime,1sion Theory, :2rincetol1 1948. 

2. K.IVIenger, Dimensionstileorie, Teubner, 1928, 

3. P. Urysohn, Fund.l!lath. 7-8 (1925-26). 

4. J.Favard,Espace et dirJ.ension, Paris (i:ichel) 1950. 

1) Dans la suite tout espace sera suppose fll.etrique separable. La 

theorie de la dimension des espaces non separables est bien plus 

compliquee. Voir, par exemple, IJ:. Ka~etov. Cechoslov, mat. Zurn. 

2(77). 
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5. K.Kuratowski, Topologie vol. r,§ § 20-23, et vol. II, § 40, 

Warszaw.a, Monogr. lIat. 1952 (nouv. edition). 1) 

Voir aussi pour les proprietes de la dimension liees a. la 

topologie algebrique. 

6. P.Alexandroff, Dimensionstheorie, I\lath.AI"..n. 106 (1932). 

II. Defini tion d~J_a ciimension. ProprHtes fOlldamelltales. 

Definition (inductive) de dim X (dimension de ~!espace X) 

et de di~I (dime,'lsion de X au point p): 

1 ° : dim 0 ... - 1, 

2°: (dimpX $ n) = a. tout l > 0 correspond un ensemble 

ouvert G tel que 

pEG, d(G) <C etdimFr(G)~ n-1, 

3° (dim X <- n) = dim X ~ n quel que soi t p E X, 
- - p 

dim X = 00, S til n t existe 3,UC11n I.:! satisfaisant a 2°. 
P 
Historigue. L'idee de cette definition, qui remonte a 

H.Poincare (1912), a ete precisee par L,E.J.Brouwer en ~ 13. La 

theorie de la dimension a eM cree independamment par K.Menger 

et P. Urysohn (vers 1922). 

Exemples. L I intervalle 0 ~ t ~ 1 a la dimension 1; de m~me 
2 la circonference d'un cercle. On en conclut que le plan E a la 

dimension ~2i at ~ par induction - que dim En, n~) 
L'espace des nombres irrationals est de dimension O. 11 en 

est de m~me de l'ensemble C de ~anto"~ (c'est-a.-dire de l'ensem-

ble des nombres de latfor~e t 
12m 

t = 3 + 9 + ••• + ~ + ••• ou tm = 0 pu 2. 

1) On y trouvera la majorite des notions et des theoremes consi

deres ici. 

2) La demollitration de l' inegali te inverse: dim En:;, nest omise 

iCi, elle a ete presenten clans les conferences de ]lIf. Sperner. 
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Remarque. La dimension est un'", pl"Opri8te topologique. 

Theoremes.1. 8i A CB, on ~ dim A ~dim B et dimp A ~ dimpB 

pour pEA. 

2. (dim E p ~ n) == a tout E ~ ° correspond un ensemble ouvert 

G tel que 
J (G) P {; G, <t( et dim \":S'Fr(G)] 5: n-1. 

3. Si Fk=Fk et dim Fk=n pour k=1,2, ••• , on a dim(F1+F2+ ••• )=n 

4. Tout espace an dinensions con-Gient une base R1,R2, ••• 

telle que dim Fr(Rk ) ~ n-1, 

En particulier, tout espace de dimension ° contient une base 

formee d 'ensembles ferme:l-l?Uverts, 

5. Si dim X=n, on a X=A+B ou dim A ~n-1 et dim B=O. 

6. Si dim X=n, on a X'"Ao+" --tAn O"lt dim Aj"'0 pour j=O, ... ,no 

7. Si X=A+B ou dim A=n-l et dim B-O, on a dim X ~ n. 

8. Si X=A + •.• +Ah , ou dim A.=O pour j=O, ••• ,n, on a dimX ~ n. 
o J 

9. Tout espace de dimE;nsion 0 pst homeomorphe a un sous-ensem-

ble de l'ensemble C de Cantor. 

III. Theoremes de reduction et de decomposi tioll. 

Theoreme de reduction. Etant donnee une decomposition d 'un 

espace X de dimension n en une suite (firrie ou infinie) d'ensem

bles ouverts: 

i1 existe une decomposition en ensembles ouverts: 

1;e11e que 

10 Hi C. Gi , 

X = Ho + H1 + ..• 

2° 

rents. 

H .•.•• H. =0 'Pout tout sys"teme de n+2 indices diffe-
~O In+1 

En particulier," si n=(l, les ensembles F 'i 
fermes. 

sont disjoints et 

A ce dernier CdS on peut ram~mer la demonstration du theore-
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me de reduction, en appliquant 10 th60reme II,6. 

En appliquant le theoreme de Borel-Lebesgue, on en deduit 

1e theoreme sui vant : 

Theoreme de decomposition. X etant un espace compact de 

dimension n, a tout t 7 0 corr6spord une decomposition de cet 

espace en un nombre fini d'ensembles ouverts: 

tela que 

X = Ho + ••• + Hm 

5 (H. ) <: £ et que la condition 20 soit satisfaite. 
~ 

Le theoreme restevrai en remplagant le teme "ouvert ll par 

"ferme". 

Corollaire. Atout systeme d'ensembles fermes F , ••• ,F o m 
tel que X= F + ••. +F et a tout £ ~ 0 correspond un systeme o m 
d 'ensembles ferm.es satisfaisant aux condi tiona 10 et 20 en rempla-

cant G i par l' ensemble des points p tels que ~ (p,F i) .:::. £. 
Exemple. La figure ci-dessous represente une interpreta

tion du theoreme de decomposition pour le carre (cas de decompo

sition en ensembles fermes). 

IV. Representation parametricue d'un espace compact 

sur l' ensembl~C de Cantor. 

Une fonction fest dite d'ordre ~ k, s'il a'existe aucun 

systeme de k points differents X1 ' .. "xk tel que f(X1 )= ••• =f(~). 

Theoreme. X etant ,m espCl.ce compact ct parfait (c I est-a.

dire ne contenant aucun point iso16; de dimension n, il elltiste 

une transformation f de ~'ensemble C en X d'ordre ~n+1. 

Plus encore: en designant par cp le soua-ensemble de 


