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Alexander Grothendieck 



Modern Birkhauser Classics 

Many of the original research and survey monographs in pure and 
applied mathematics published by Birkhauser in recent decades 
have been groundbreaking and have come to be regarded as foun
dational to the subject. Through the MBC Series, a select number of 
these modern classics, entirely uncorrected, are being re-released in 
paperback (and as eBooks) to ensure that these treasures remain ac
cessible to new generations of students, scholars, and researchers. 



FOREWORD 

It is difficult to grasp fully the magnitude of Alexander Grothendieck's 
contribution to and influence on twentieth century mathematics. He has 
changed the very way we think about many branches of mathematics. Many 
of his ideas, revolutionary when introduced, now seem so natural as to have 
been inevitable. Indeed, there is a whole new generation of mathematicians 
for whom these ideas are part of the mathematical landscape, a generation 
who cannot imagine that Grothendieck's ideas were ever absent. 

Grothendieck was born in Berlin on March 28, 1928. After university 
studies at Montpellier, he spent the year 1948-49 as "auditeur libre" at 
the Ecole Normale Superieure. From 1949 to 1953 he worked in functional 
analysis at Nancy under J. Dieudonne and L. Schwartz; his doctoral thesis 
was "Produits tensoriels topologiques et espaces nucleaires" [18]. Between 
1950 and 1958, he was supported by the Centre National de la Recherche 
Scientifique (CNRS). During this period, he spent 1953-55 at the University 
of Sao Paulo and 1955-56 at the University of Kansas. 

By 1955, his interests had turned from his original field of functional 
analysis to topology and geometry; his Tohoku article [28] dates from his 
visit to Kansas. In 1958, he outlined [32], with incredible prescience, a 
large part of the work that was to occupy him over the next decade. The 
next year he left the CNRS for a position of professor at the newly formed 
Institut des Hautes Etudes Scientifiques (IHES). 

It is no exaggeration to speak of Grothendieck's years 1959-1970 at the 
IHES as a "Golden Age," during which a whole new school of mathemat
ics flourished under Grothendieck's charismatic leadership. Grothendieck's 
Seminaire de Geometrie Algebrique (SGA) established the IHES as a world 
center of algebraic geometry, and him as its driving force. He received the 
Fields Medal in 1966. In looking back at this period, one marvels at the 
generosity with which Grothendieck shared his ideas with colleagues and 
students, the energy he and his collaborators devoted to meticulous redac
tion, the excitement with which they set out to explore a new land. 

In 1970, Grothendieck left the IHES and abandoned mathematics as 
the exclusive focus of his energies. His active presence at the forefront of 
the mathematical scene has been deeply missed. 

He spent 1970-72 as visiting professor at the College de France, and 
1972-73 as visiting professor at Orsay. In 1973 he became professor at 
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Montpellier. From 1984 to 1988, he was on leave from Montpellier as 
"directeur de recherches" at the CNRS. He was awarded but declined the 
Crafoord Prize in 1988. He retired on October 1, 1988. 

In his compelling memoir "Recoltes et Semailles: Reflexions et temoi
gnages sur un passe de mathematicien" (56], Grothendieck discusses at 
length his life, his work, his relations with and his views on the mathemat
ical community. One of Grothendieck 's most striking images there is of 
mathematics as an edifice under construction, and of himself as a foreman
architect. He is deeply critical of what happened on the worksite after he 
left the job. 

The mere enumeration of Grothendieck's best known contributions is 
overwhelming: topological tensor products and nuclear spaces, sheaf coho
mology as derived functors, schemes, K-theory and Grothendieck-Riemann
Roch, the emphasis on working relative to a base, defining and constructing 
geometric objects via the functors they are to represent, fibred categories 
and descent, stacks, Grothendieck topologies (sites) and topoi, derived cat
egories, formalisms of local and global duality (the "six operations"), etale 
cohomology and the cohomological interpretation of I.-functions, crystalline 
cohomology, "standard conjectures", motives and the "yoga of weights", 
tensor categories and motivic Galois groups. It is difficult to imagine that 
they all sprang from a single mind. And yet this is only a partial pic
ture of Grothendieck's work. There are numerous unpublished letters and 
manuscripts, some of which have already had an influence entirely out of 
proportion to their extremely limited circulation, others whose influence 
may only be felt in years to come. We can only hope that they will soon 
be published. 

In contemplating Grothendieck 's magnificent achievement, one is struck 
by the simplicity of the fundamental concepts which underlie it, and by the 
profound unity of thought which brought it into being. He has seen further, 
and shared his vision with us. By no means have all of his dreams been 
fully realized. Some are being actively pursued today; others may be for 
future generations to explore. 

The articles presented here, collected on the occasion ofGrothendieck's 
sixtieth birthday, are offered as a tribute to one of the world's greatest living 
mathematicians. 
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De L' Analyse Fonctionnelle 
aux Fondements 

de la Geometrie Algebrique 

JEAN DIEUDONNE 

Le talent exceptionnel d'Alexander Grothendieck s'est revele tres tot. 
II avait fait ses etudes universitaires a Montpellier, ou a cette epoque 
l'enseignement des mathematiques a l'Universite etait un des plus scleroses 
qu'on piit trouver en France ; ce n'est done pas Ia qu'il eiit pu etre mis 
au courant des grands problemes en suspens. 11 passa l'annee scolaire 
1948-49 a Paris, ou il suivit le premier des fameux "Seminaires H. Car
tan", consacre cette annee-la aux debuts de Ia Topologie algebrique (qui 
alors n'etait enseignee nulle part ailleurs en France). Mais-ce qui est 
etonnant quand on pense a Ia suite de sa carriere-Grothendieck ne s'y 
interessa que mediocrement ; il etait plus attire par ce qu'il avait entendu 
dire sur !'Analyse fonctionnelle, et sur les conseils de Cartan, il arriva a 
Nancy en Octobre 1949. A ce moment-la, Delsarte, Godement, Schwartz 
et moi-meme y avions organise un Seminaire sur les espaces vectoriels 
topologiques, theorie ou nous travaillions tous dans diverses directions. 

La theorie des espaces de Banach et de Ia dualite dans ces espaces, 
alors deja ancienne, etait bien comprise vers 1950 ; mais par contre celle 
des espaces localement convexes generaux ne faisait que debuter ; ceux 
qu'on connaissait le mieux etaient de types tres particuliers, notamment les 
espaces de suites (Kothe), et surtout les espaces de fonctions et de distri
butions etudies par Sobolev et Schwartz. 11 convenait done de chercher s'il 
existait des proprietes generales qui rendraient compte du comportement 
de ces espaces particuliers. Schwartz et moi-meme avions commence une 
telle etude pour les espaces de Frechet et leurs limites inductives ; mais nous 
y avions rencontre toute une serie de questions auxquelles nous ne savions 
pas repondre. Nous avons done propose a Grothendieck de les etudier, et 
le resultat depassa rapidement nos esperances. En moins d'un an, il avait 
resolu tous nos problemes, au moyen de tres ingenieuses constructions ; 
puis, continuant sur sa lancee, il se mit a aborder de nombreuses autres 
questions. Quand il s'est agi en 1953 de lui decerner un doctorat, il fallut 
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choisir entre six memoires, dont chacun aurait fait une bonne these. Bien 
entendu, ce fut son grand memoire sur les espaces nuc!eaires et les produits 
tensoriels topologiques qui fut retenu ; illui assura rapidement une place 
de choix parmi les specialistes internationaux d'Analyse fonctionnelle. 

II y abordait un sujet entierement nouveau, l'etude des topologies 
"raisonnables" sur le produit tensoriel de deux espaces localement con
vexes ; seul le cas des espaces de Banach avait fait !'objet de travaux 
anterieurs. Dans !'etude aussi originale que profonde qu'il en fit, on re
connait deja sa "patte"; bien qu'a cette epoque on ne parlat guere encore 
de categories, c'est deja leur esprit qui domine, dans la recherche constante 
de definitions "naturelles" et de proprietes "fonctorielles", qui deviendra 
systematique dans ses travaux ulterieurs. Mais a cote de grands theoremes 
generaux, c'est a chaque instant qu'apparait un ingenieux contre-exemple, 
pour delimiter exactement Ia portee de ces theoremes. Sa plus remarquable 
decouverte fut celle des espaces nucleaires, obtenue par comparaison en
tre deux topologies possibles sur des produits tensoriels ; cette categorie 
d'espaces, jusque la totalement insoup<;onnee, se revela etre Ia plus proche 
possible, par ses agreables proprietes, des espaces de dimension finie ; et 
Grothendieck montra que les beaux resultats connus pour les espaces de 
distributions (notamment le fameux "theoreme des noyaux" de Schwartz) 
provenaient tout simplement de ce que ces espaces sont nucleaires. Depuis 
lors, les espaces nucleaires ont trouve bien d'autres applications, notam
ment en Calcul des Probabilites. Une autre idee tout a fait nouvelle est 
I 'etude des applications lineaires continues entre espaces localement con
vexes qui se factorisent a travers un espace LP(J.L) pour une mesure J.L con
venable. Grothendieck leur a consacre un memoire special intitule "Resume 
de la theorie metrique des produits tensoriels topologiques"' qui est devenu 
la source de toute une theorie consacree a !'etude de la geometrie des es
paces de Banach. 

Ainsi, en moins de trois ans etait creee une reuvre dont l'impact sur 
Ia theorie des espaces vectoriels topologiques ne peut, a mon avis, etre 
compare qu'a celui des travaux de Banach. 

Mais deja, apres un cours donne a Sao Paulo en 1953, Grothendieck 
va s'en eloigner. Dans sa these, il avait signale Ia possibilite d'appliquer 
ses resultats a l'algebre homologique et a Ia theorie des faisceaux. Ce sont 
ces theories vers lesquelles il se tourne, ainsi que Ia Topologie algebrique, 
la Geomet.rie algebrique et Ia Geometrie analytique, toutes en pleine ef
fervescence dans la decennie 1950-60, et reag 5sant sans cesse les unes sur 
les autres. Guide en partie par Serre avec qui il entretient une abondante 
correspondance, Grothendieck entreprend de s'y initier des Ia fin de 1954, 
et il y met la meme rapidite deconcertante qu'il avait deja manifestee pour 
ses progres dans !'Analyse fonctionnelle; alors qu'en 1954 i1 avoue ne passe 
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sentir al'aise dans le maniement des suites spectrales, en 1956 il y temoigne 
une virtuosite qui stupefie Serre lui-meme. 

En 1955, il est invite pour le premier semestre al'Universite du Kansas, 
au il s'occupe surtout d'espaces fibres analytiques et algebriques, et d'al
gebre homologique. Il obtient la classification des fibres vectoriels holo
morphes sur Ia droite projective, premiere etape d'une theorie encore tres 
active aujourd'hui. En vue des applications ala Geometrie algebrique qu'il 
commence a envisager, il prolonge (sans le savoir tout d'abord) les idees 
de MacLane et de Buchsbaum sur les categories abeliennes. Comme a son 
habitude, il va droit au creur du sujet, en donnant un systeme d'axiomes 
pour les categories abeliennes ; son resultat le plus important est Ia preuve 
que les faisceaux de modules forment une categorie abelienne avec suffisam
ment d'objets injectifs, ce qui lui permet de definir Ia cohomologie a valeurs 
dans un tel faisceau sans restriction sur le type de faisceau ni sur l'espace 
de base. Ce travail est longtemps reste un classique pour les specialistes de 
l'algebre homologique (qui l'appelaient "Tohoku", du nom du journal ou il 
avait ete publie). 

Rentre en France en 1956, Grothendieck participe activement au mou
vement mathematique de l'ecole franc;aise ; il s'oriente de plus en plus 
vers Ia Geometrie algebrique, et etudie de fac;on approfondie les memoires 
de Serre ( alors tout recents) sur les varietes algebriques definies sur un 
corps algebriquement clos, mais de caracteristique quelconque. Surtout, il 
amorce !'evolution qui va le conduire, en Geometrie algebrique, a passer de 
theoremes "absolus" pour une variete aux theoremes "relatifs" correspon
dants concernant les morphismes. Ces derniers, en Geometrie algebrique, 
n'avaient attire !'attention que tardivement ; dans les ouvrages classiques, il 
etait surtout question d'applications birationnelles, non partout detinies en 
general ; les morphismes n'en apparaissaient que comme cas particuliers, les 
"applications regulieres" definies partout. Dans FAC, Serre en avait donne 
une definition comme morphismes d'espaces localement anneles, mais sans 
beaucoup les utiliser. Par contre, Ia notion de morphisme etait au creur 
des travaux contemporains sur les varietes analytiques (K. Stein, Grauert 
et Remmert). 

La notion de morphisme propre, version "relative" de la notion de 
"variete complete" de Weil, permit a Grothendieck de donner une version 
"relative" du theoreme de Serre etablissant que, pour une variete complete 
X et un Ox-Module coherent :F, les groupes de cohomologie Hi(X;:F) 
sont de dimension finie sur le corps de base k. Grothendieck prouva en 
1956 que si f: X- Y est un morphisme propre, les "images superieures" 
Rq J.(:F) d'un Ox-Module coherent :F sont des Oy-Modules coherents. 

C'est dans cette meme direction qu'il obtint peu apres son premier 
grand theoreme de Geometrie algebrique, Ia version "relative" du theoreme 
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de Riemann-Roch-Hirzebruch. En 1953, a Ia suite des travaux de Cartan
Serre et de Kodaira-Spencer sur !'application de la cohomologie des fais
ceaux aux varietes holomorphes, Hirzebruch avait obtenu un theoreme ge
neral applicable a une variete algebrique complexe M, projective, sans sin
gularite et de dimension m ;1 si E est un fibre vectoriel complexe holomorphe 
de base M, on a la formule 

m 

(1) L(-1)idim Hi(:F) = K2m(ch(E) '-' tdM) 
i=O 

oil :F est le faisceau des germes de sections holomorphes de E, ch(E) 
le caractere de Chern de E, et tdM Ia somme des polynomes de Todd 
Tk ( c1 , c2, ... , Ck) en les classes de Chern du fibre tangent de M ; le second 
membre de (1) est Ia valeur (u, [M]) pour Ia classe fondamentale [M], de 
Ia somme u des termes du cup-produit ch(E) ....... tdM qui appartiennent a 
H2m(M; Q). Lorsque M est une courbe et E le fibre en droites associe a 
un diviseur de M, la formule (1) entraine le theoreme de Riemann-Roch 
classique. 

Pour comprendre le passage de ( 1) a une version "relative", il est com
mode de se placer d'abord dans le cas oil X, Y sont deux varietes projectives 
complexes sans singularite, de dimensions m = dim X, n = dim Y, et oil 
f : X ~ Y est un morphisme. Le but initial est d'etablir une relation 
entre chx (E) '-' tdx et chy ( E') '-" tdv, ou E' est relie a E au moyen de f, 
d 'une maniere inconnue au depart ; la relation do it se reduire a ( 1) lorsque 
y se reduit a un point. 

La premiere idee est que, pour n'importe quel z E H•(X;Q),K2m(z) 
doit etre remplace par /.(z), oil f.: H•(X;Q) ~ H•(Y;Q) est un homo
morphisme. Bien entendu, ce n'est pas "naturel" puisque H• est un fonc
teur contravariant. Mais si l'on utilise la dualite de Poincare pour X et Y, 
suivant Ia methode de Hopf-Gysin, on obtient bien des homomorphismes 
f. : HP(X; Q) ~ HP+d(Y; Q) avec d = 2(n- m). Lorsque n = O,J. n'est 
non nul que sip= 2m, et on a bien alors Ia relation /.(z) = K2m(z). Le sens 
a donner a E' de fa~on a retrouver le premier membre de (1) lorsque n = 0 
est beaucoup plus cache. La version "relative" de Hi (:F) est l'image directe 
superieure Ri /.(:F) de Leray ; ce sont des Oy-Modules coherents, nuls sauf 
pour un nombre fini de j. Mais par quoi remplacer la somme alternee des 
dimensions de H1 (:F) ? C'est ici qu'intervient la nouvelle idee, ce qu'on a 
appele le groupe de Grothendzeck I<(Y). On considere: (1) l'ensemble C(Y) 
des classes de Oy-Modules coherents pour la relation d'isomorphisme; (2) 
le Z-module z<C(Y)) des combinaisons lineaires formelles des elements de 
C(Y) ; on note [:F] la classe d'un Oy-Module :F dans C(Y) et (e[r-j) la base 
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canonique indexee par C(Y) ; (3) le sous-Z-module S(Y) engendre par les 
elements e(.1"] - e(.1"'] - e[.1""] pour toutes les suites exactes 

(2) 0 ---+ :F' ---+ :F ---+ ;:" ---+ 0 

de Oy-Modules coherents. Alors I<(Y) est defini par 

(3) I<(Y) = z(C(Y))jS(Y). 

On reconnait la construction usuelle d'un objet "universe!" ; toute appli
cation I() : C(Y) -+ G dans un groupe commutatif G, telle que 

(4) I()([:F]) = I()([:F']) + I()([:F"]) 

pour toute suite exacte (2), se factorise uniquement en 

(5) C(Y)~z(C(Y))~I<(Y)~G 

oil e : [:F] -+ e[.1"]• {Y est l'homomorphisme canonique et .,P un homomor
phisme de groupes . 

La somme alternee 

(6) 2:< -l)q·-yy(e([Rq /.(:F)])) 
q 

a alors un sens et ne depend que de la classe [:F] dans C(X). Si on l'ecrit 
I()([:F]), la relation ( 4) est consequence de la suite exacte de cohomologie 

· · ·---+ R 9 /.(:F')-+ R 9 /.(:F)---+ R9 /.(:F")---+ Rq+l /.(:F')---+ · · · 

qui n'a qu'un nombre fini de termes f. 0. L'expression (6) s'ecrit done 

ou /! : K(X)-+ I<(Y) est un homomorphisme de groupes. 
II reste a definir un "caractere de Chern" 

chx: K(X)---+ H'(X;Q) 

qui soit un homomorphisme. Grothendieck utilise le fait que tout Ox
Module coherent :F a une resolution jinie 

0 +-- :F +-- Co +-- C1 +-- · · · +-- Cr +-- 0, 
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ou les Ox-Modules .C1 sont localement libres ; les classes totales de Chern 
c(.C;) sont done definies. On definit alors Ia classe de Chern totale 

dans l'anneau H'(X; Q), et on en deduit ch(:F) par Ia formule usuelle. 
Le theoreme de Riemann-Roch-Grothendieck peut alors s'enoncer 

(7) chy(/•(x)) '-' tdy = l.(chx(x) '-' tdx) 

pour tout element X E K(X). 
La demonstration de Grothendieck est completement differente de celle 

de Hirzebruch, et de nature purement algebrique ; le morphisme I est 
facto rise en I = go h, ou h : X --. pN x Y est une immersion et g : pN x Y 
est la seconde projection ; il faut naturellement prouver que (go h)! = 
g. o h.. Le cas ~e Ia projection g est facile, mais pour !'immersion h il 
faut des arguments assez compliques. Pour adapter Ia demonstration aux 
varietes completes sans singularite sur un corps algebriquement clos de 
caracteristique quelconque, il faut remplacer H'(X; Q) par A(X) ® Q, ou 
A(X) est l'anneau des classes de cycles (anneau de Chow) et y definir des 
classes de Chern. 

Je suis entre dans quelque detail pour montrer Ia richesse de !'imagina
tion de Grothendieck. Il ne publia pas lui-meme sa demonstration de (7), 
laissant ce soin a Borel et Serre, -qui avaient anime un seminaire a Prince
ton pour exposer cette preuve d'apres des papiers fournis par Grothendieck 
-, premier exemple de ce qui allait devenir chez lui une coutume : pousse 
par les idees qui se pressaient en foule dans son esprit, il laissait souvent a 
ses collegues ou eleves le travail de leur mise au point dans tous Jes details. 

A peine prouvee sa version du theoreme de Riemann-Roch, il al
lait s'embarquer dans une entreprise de tout autre envergure. Dans Ia 
conference qu'il prononr;a au Congres International d'Edimbourg en 1958, 
il mentionne pour la premiere fois le grand dessein qui va etre au centre de 
ses preoccupations pendant dix ans : definir pour les varietes algebriques 
sur un corps de caracteristique p > 0 des groupes de cohomologie a coef
ficients dans un corps de caracterzstique 0, ayant les proprietes enumerees 
par Wei! en vue de prouver ses fameuses conjectures. Sans devoiler encore 
les details de la methode qu'il envisageait pour y parvenir, Grothendieck 
conr;oit qu'illui faut pour cela proceder a une relonte de toute Ia Geometrie 
algebrique -semblable a celle que Weil lui-meme avait du faire dans ses 
"Foundations" en vue d'etablir ses conjectures pour le cas particulier des 
courbes. II en esquisse les traits principaux, qu'il allait developper dans les 
milliers de pages d'articles et de Seminaires que l'on connait. 
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Depuis que Wei! avait defini des "varietes abstraites" non plongees 
dans un espace projectif, les diverses definitions qu'on pouvait en Jon
ner reposaient sur une definition prealable des "varietes affines" que l'on 
"recollait" ensuite pour arriver aux varietes generales. Dans FAC, Serre 
avait observe qu'une "variete affine" M definie initialement comme "en
semble algebrique" dans un espace kn (pour k algebriquement clos) cor
respond biunivoquement a une k-algebre reduite sur M. Inversement, 
une telle algebre A definit d'abord !'ensemble M, qu'on peut considerer 
comme ensemble des caracteres A ~ k, ou ensemble des ideaux maximaux 
de A ; puis Ia topologie de M, ayant pour base d 'ouverts les ensembles 
D(f) = {x E Mlf(x) f 0} pour f E A ; et enfin le faisceau d'anneaux 
locaux OM, tel que r(D(f), OM) soit l'anneau localise A, pour tout IE A. 

Le "corps de base" k ne joue dans cette definition qu'un role se
condaire, et Serre avait remarque qu'il suffit de supposer que A est un 
anneau nretherien dans lequel tout ideal premier est intersection d'ideaux 
maximaux. Kronecker avait deja reve d'une geometrie algebrique qui serait 
"sur les entiers", et Wei! avait attire !'attention sur !'interet que presenterait 
une generalisation de ce genre dans sa conference au Congres International 
de Cambridge en 1950. Un pas vers une telle generalisation avait ete fait 
par Chevalley et Nagata en 1955-56. Dans le Seminaire qu'il dirigea avec H. 
Cartan en 1955-56, Chevalley introduisit ce qu'il appelait des schemas, de 
nouveau p<tr "recollement" de "schemas affines" ; ces derniers etaient a cer
tain egards des generalisations des varietes affines de Serre, mais a d 'autres 
egards ils en restreignaient Ia generalite. Le point de depart est encore une 
k-algebre commutative A sur un corps k quelconque, mais A est suppose 
integre. II n'est pas question de faisceaux, et le "schema affine" M defini 
par A est !'ensemble des anneaux locaux Ap pour tous les ideaux premzers 
de A, et non seulement les ideaux maximaux. La topologie ( "de Zariski") 
sur M a alors pour ensembles fermes les ensembles E( a) correspondant 
a tousles ideaux a de A, E(a) etant !'ensemble des anneaux locaux A 11 

pour p :::> a. Nagata montra aussitot apres qu'on peut etendre toutes les 
definitions de Chevalley en remplac;ant k par un anneau de Dedekind. 

Grothendieck avait suivi le Seminaire Cartan-Chevalley et connaissait 
le travail de Nagata sur ce qu'il appelait les "schemas arithmetiques". II 
eut le merite de voir que pour avoir une idee juste de ce que devait etre Ia 
Geometrie algebrique, il fallait se debarrasser de toutes les restrictions qui 
figuraient dans ces diverses definitions. II appela done schema affine le spec
tre premier X = Spec(A) d'un anneau commutatif arbitraire A, ensemble 
dont les elements sont to us les ideaux premiers de A. La topologie sur X 
a pour base d'ouverts les ensembles D(f) ={PI/¢ p}, pour f parcourant 
A. Enfin, on definit (X, 0 x) comme espace localement annele en prenant 
le faisceau d'anneaux Ox tel que, pour tout I E A, r(D(f), Ox) = A, ; 
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la fibre au point p de ce faisceau est l'anneau local Ap. La definition d'un 
schema(*) quelconque est alors la plus generale possible: c'est un espace lo
calement annele (X, Ox), admettant une base d'ouverts ( dits affi.nes) (Ua) 
pour lesquels (Ua, OxiUa) est un schema affine. Les schemas forment une 
categoric quand on prend pour morphismes les morphismes d'espaces lo
calement anneles ; les schemas affines en forment une sous-categorie pleine, 
equivalente a l'opposee de la categoric de tous les anneaux commutatifs. 

Ces definitions avaient ete esquissees par Grothendieck dans sa confe
rence de 1958. II y soulignait deux caracteres predominants qu'il entendait 
donner a sa theorie. L'un etait de mettre au premier plan l'etude des 
morphismes plutot que celle des schemas : un schema de "base" S une 
fois fixe (et sur lequel on ne fait souvent aucune hypothese particuliere), 
les objets de l'etude sont les couples (X, f) formes d'un schema X et d'un 
morphisme I : X --+ S ; on les appelle S-schemas ; un S-morphisme 
(X,!)--+ (Y,g) de S-schemas est alors un morphisme h: X--+ Y tel que 
g 0 h = I' de sorte que s remplit le role des "corps de base" classiques. Un 
schema peut etre considere comme un S-schema pour S = Spec(Z). Si S 
est le spectre d'un corps K (reduit a un point), les S-schemas peuvent etre 
appeles schemas algebriques sur K. 

L'autre direction privilegiee par Grothendieck etait !'extension aux 
schemas et le developpement des techniques de cohomologie des faisceaux 
inaugurees par Serre. Il considere les groupes de cohomologie, non seule
ment des faisceaux coberents sur un schema, mais aussi ceux des faisceaux 
quasi-coherents utilises par P. Cartier dans sa these ; sur un schema affine 
Spec(A), ils correspondent aux A-modules quelconques. 

De 1959 a 1970, Grothendieck fut membre permanent de l'Institut des 
Hautes Etudes Scientifiques (IHES) qui venait d'etre fonde ; il y anima un 
Seminaire ou vinrent rapidement assister de nombreux eleves, auxquels ils 
distribuait genereusement des idees de recherche que suscitait sa theorie, et 
ne cessait de prodiguer conseils et suggestions. Pendant cette decennie, il 
poursuivit sous deux formes Ia publication de ses resultats. D'une part, les 
notions de base de Ia theorie etaient exposees sous forme didactique dans 
les Elements de Geometric algebrique (EGA) publies par livraisons suc
cessives dans les Publications mathematiques de l'IHES. Simultanement, il 
developpait les parties plus avancees de Ia theorie, soit dans des exposes as
sez succincts au Seminaire Bourbaki, soit dans son Seminaire de l'IHES, ou 

(*) Initialement Grothendieck appelait ces objets des "preschemas", les 
schemas etant des preschemas particuliers soumis a une condition de "sepa
ration" analogue a celle de Serre dans FAC. Plus tard, il adopta Ia ter
minologie de "schemas separes" pour ce qu'il avait d'abord appele des 
schemas. 
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l'aide de collegues et d'eleves lui permettait d'entrer dans plus de details. 
Son influence fut immediate et immense sur les algebristes du monde entier. 
Deja en 1962, dans sa conference au Congres International de Stockholm, 
Serre pouvait constater que Ia theorie des schemas etait des cette epoque 
le cadre qui semblait le mieux adapte a toute Ia Geometrie algebrique. 

Ce succes se comprend sans peine. Meme dans les parties "elemen
taires" de Ia theorie, le point de vue des schemas donne toujours !'impres
sion d'etre celui qui convient exactement a la question, que toutes les 
presentations anterieures ne font qu'obscurcir ou deformer. Je me bornerai 
dans les exemples qui suivent aux proprietes des schemas qui ne sont pas 
simplement des adaptations a peu pres evidentes de notions classiques. 

(I) En premier lieu, l'idee de specialisation d'un point x devient une 
notion topologique : X1 est specialisation de X si X1 appartient a }'adherence 
{x}. En particulier, toute partie fermee irreductible de X est !'adherence 
d'un point unique, son point generique ; cela permet des raisonnements de 
continuite (pour la topologie de Zariski) analogues a ceux des geometres 
italiens pour les varietes complexes. 

(II) La nouveaute peut-etre Ia plus importante est !'existence, dans Ia 
categorie des S-schemas, d'un "produit categorique" X Xs Y pour deux 
S-schemas definis par des morphismes f : X -+ S, g : Y -+ S : il existe 
alors deux S-morphismes Pl : X x s Y -+ X, P2 : X x s Y -+ Y tels que 
f o Pl =go P2 et pour deux S-morphismes u: T-+ X, v : T-+ Y, il y a 
un unique S-morphisme w: T-+ X Xs Y tel que u =Plow et v = p2 ow. 
Pour des schemas affines S = Spec(A), X = Spec(B), Y = Spec(C), on 
a X Xs Y = Spec(B ®A C) ; pour X quelconque, S = Spec(A), Y = 
Spec(B), on ecrit X ®A Ben place de X xs Y. Cela donne naissance ala 
technique fondamentale du "changement de base" general : etant donne un 
morphisme S'-+ s, on note x(S') le produit X Xs S' et !(S') le morphisme 
P2 : x(S') -+ S' ; on dit que le S'-schema x(S') et le morphisme f(S') se 
deduisent de X et f par le changement de base S' -+ S. Lorsque S et 
S' sont des spectres de corps, on retrouve la classique "extension du corps 
de base". Mais l'idee est applicable a une multitude d'autres situations et 
fournit un outil d'une extraordinaire flexibilite, dont nous nous bornerons 
a donner quelques exemples. 

(III) Pour tout point s E S, soit 0, l'anneau local, fibre de Os en 
ce point, et ~~:(s) = O,fm, son corps residue!. Pour tout S-schema X, 
de morphisme structural f : X -+ S, le schema X, = X Xs Spec(~~:(s)) 
s'identifie en tant qu'espace topologique a la fibre /- 1(s), sous
espace de X. 
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(IV) Un S-schema de type fini X peut done etre considere comme une 
"famille de schemas algebriques" X, sur les corps ~~:(s), indexee parS; on 
peut se demander s'il est possible de demontrer des proprietes de X a partir 
de celles des X, ; il faut pour cela une condition qui "relie" entre eux les 
X,. A cet effet, Grothendieck a beau coup utilise Ia notion de platitude du 
morphisme 1 : issue de I'algebre homologique, elle avait ete mise en valeur 
par Serre, qui avait montre son interet en algebre commutative. Elle a 
permis a Grothendieck de definir des types de morphismes plus particuliers, 
les morphismes lisses (qui correspondent a I 'idee de fibration locale) et les 
morphismes etales (qui correspondent a !'idee d'isomorphisme local) ; ils 
jouent un role considerable dans toute Ia theorie. 

(V) Si l'on veut etudier ce qui se passe non sculement dans la fi
bre l- 1(s) mais dans un voisinage de cette fibre, il suffit de remplacer 
Spec(~~:(s)) par Spec(O,) dans le changement de base. En effet, 0, peut 
etre considere comme limite inductive des anneaux A~ des ouverts affines 
U ~ con tenant s ; moyennant certaines conditions de finitude, Grothendieck 
a developpe une technique permettant de conclure d'une propriete de 
X X s Spec( 0 I) a Ia me me propriete pour r 1 (U >.) pour un in dice A con
venable. Cette meme technique de "limite inductive" permet aussi de 
ramener les proprietes d'un S-schema quelconque a celles de schemas sur 
une Z-algebre de type fini, realisant ainsi le vieux reve de Kronecker, et 
ramenant beaucoup de proprietes de S-schemas au cas oit S est nretherien. 

(VI) SiS= Spec( A) ou A est un anneau local, Ia theorie des S-schemas 
a des aspects plus simples lorsque A est complet, ou henselien, ou un anneau 
de valuation discrete ; les changements de base Spec(A') - Spec(A) ou A' 
a l'une de ces proprietes, sont tres utiles dans les demonstrations. 

(VII) Comme les anneaux commutatifs qui interviennent dans Ia theo
rie des schemas sont quelconques, les anneaux locaux 0, pour s E Spec(A) 
peuvent avoir des elements nilpotents, qui jusque Ia avaient ete soigneuse
ment elimines de Ia Geometric algebrique. Des 1958, Grothendieck insistait 
au contraire sur l'utilite de les considerer : ils donnent acces ace qui rem
place, en Geometric algebrique "abstraite", les proprietes "infinitesimales" 
de Ia Geometric algebrique classique. Par exemple, si A est un anneau local 
d'ideal maximal m, et S = Spec(A), on associe a un S-schema X de type 
fini sa "reduction modulo m" Xo =X 0A (Afm), fibre de I au-dessus de 
!'unique point ferme m de S, et qui est done un "schema algebrique" sur 
le corps Ajm. On cherche a ramener !'etude de X a celle de X0 • Pour 
cela, on considere les schemas Xn = X 0A (A/mn+l.), qui ont meme es
pace topologique sous-jacent que Xo et peuvent etre consideres comme des 


