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Geleitwort

In den letzten Jahren gewinnt im internationalen und nationalen Raum die Frage
nach der ,,algebraischen Qualitdt des Arithmetikunterrichts in der Grundschule
an Bedeutung. Ansdtze wie ,,Early Algebra® oder ,,Pra-Algebra“ heben hervor,
dass bereits in der Grundschule algebraische Denkprozesse eine hohe Bedeu-
tung fiir mathematische Lernprozesse besitzen. Hierbei geht es nicht um eine
friithe Auseinandersetzung mit Buchstaben oder die Kenntnis des formalen
Symbolsystems im Mathematikunterricht der Grundschule. Es riicken vielmehr
arithmetische Muster und Strukturen in den Vordergrund, die von den Kindern
erforscht und hinterfragt werden sollen. Friihe Algebra zielt somit auf ein struk-
turell nachhaltiges Verstindnis elementarer arithmetischer GesetzméaBigkeiten
und Zusammenhénge, das einerseits an Zahlen und Termen gebunden ist, ande-
rerseits deren Verallgemeinerbarkeit exemplarisch aufgezeigt.

Frau Mayer konzentriert sich hierzu auf das Gleichheitsverstdndnis von Kin-
dern, das sich beim Vergleichen von Termen und beim Erkennen, Beschreiben
und Begriinden der Gleichheit bzw. Ungleichheit von Termen zeigt. In der vor-
liegenden Arbeit arbeitet sie diverse Charakteristika des Verstehens von Gleich-
heiten bei Grundschulkindern heraus und zeigt Beziige zwischen dem argumen-
tierenden Verallgemeinern und der Entwicklung algebraischen Denkens, die
schlieBlich zur Weiterentwicklung von Lernumgebungen fiir Kinder genutzt
werden. Im theoretischen Teil der Arbeit werden spezifische Beziige hergestellt
zwischen Ansétzen der elementaren Algebra in der Sekundarstufe und der Ent-
wicklung eines algebraischen Denkens in der Grundschule. Frau Mayer stellt
deutlich heraus, wie die Algebraisierung des Arithmetikunterrichts den Blick der
Kinder auf allgemeine Rechenstrategien und auf Beziehungen zwischen einzel-
nen Objekten und Operationen 6ffnen kann. Hierzu verkniipft sie geschickt
algebraisches Denken mit den von Winter entwickelten Gleichheitskonzepten,
um das algebraische Gleichheitsverstdndnis von Grundschulkindern begrifflich
und empirisch zu erfassen. Dariiber hinaus hebt Frau Mayer die Bedeutung einer
argumentativ geprigten und die mathematischen Strukturen fokussierenden
Sichtweise auf arithmetische Phanomene fiir die Entwicklung eines algebraisch
geprigten Gleichheitsverstdndnisses heraus. Die Verzahnung des algebraischen
Denkens im Kontext von Gleichheiten mit argumentationstheoretischen Per-
spektiven auf mathematisches Lernen miindet theoriegenerierend in ein Modell
zur Charakterisierung des algebraischen Gleichheitsversténdnisses bei Kindern,
das in den argumentationstheoretischen Analysen aufgegriffen und gescharft
wird.



VI Geleitwort

Das theoretische Konstrukt des algebraischen Gleichheitsverstindnisses gewinnt
im Weiteren an empirischer Relevanz: Frau Mayer konstruiert hierzu zwei sub-
stanzielle Lernumgebungen (Rechenketten und Malkreuze) und erprobt diese in
88 Partnerinterviews mit insgesamt 34 Kindern der vierten Klasse. Die Lernum-
gebungen griinden auf vier Design-Prinzipien zur Entwicklung von algebraisch
ausgerichteten Aufgabenstellungen in der Grundschule: ,,Gleichheiten ohne
Gleichheitszeichen®, ,jinteraktives und kooperatives Lernen®, ,Balance zwi-
schen empirischer Situiertheit und relationaler Allgemeinheit* sowie ,,produkti-
ve Irritationen® als fachlich-soziale Anlésse fiir strukturelle Argumentationen.
Die Arbeit ist methodologisch in die interpretative Unterrichtsforschung und in
die qualitative Argumentationstheorie nach Toulmin eingebettet. Anhand der
Vielzahl an Daten arbeitet Frau Mayer unterschiedliche Charakteristika eines
algebraischen Gleichheitsverstindnisses heraus und konkretisiert diese exempla-
risch anhand einzelner Fallanalysen.

Die sorgsamen und spannend lesbaren Fallanalysen bieten den Leserinnen
und Lesern fundierte Einblicke in die verschiedenen Perspektiven auf das alge-
braische Gleichheitsverstindnis von Grundschulkindern und auf deren relationa-
len und funktionalen Gleichheitsdeutungen. Zugleich bietet die Arbeit aber auch
fachdidaktisch fundierte Hinweise fiir das Design von Aufgabenstellungen, mit
denen sowohl miindliche als auch schriftliche Formen eines algebraischen
Gleichheitsverstindnisses von Kindern in der Grundschule angeregt werden
konnen.

Marcus Nithrenborger
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Transkriptionsregeln

35 Die einzelnen Wortbeitrdge sind durchnummeriert

I Interviewern

J Jens
Die Namen der Kinder sind anonymisiert. Im Transkript ist
immer der Anfangsbuchstabe des Pseudonyms angegeben.
Jedes Pseudonym wurde nur einmal vergeben

, Kurzes Absetzen innerhalb einer AuBerung

) Pause von ca. 1 Sekunde

() Pause von ca. 2 Sekunden

(...) Pause von ca. 3 Sekunden

(8 sec) Bei langeren Pausen ist deren Dauer angegeben

mehr Besonders betonte Worter

eigentlich Besonders lang gezogene Worter

(zeigt auf Noahs Handlungen, nonverbale Ausdriicke

Startzahlen)

# Ein Sprecher fallt dem anderen ins Wort.
Gibt es mehrere Unterbrechungen, werden die Rauten durch-
nummeriert.

Mhm eindeutige Bejahung
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Abbildung 0.1 Kettennotation mit dem Gleichheitszeichen von Amelie

Derweilen vielfach erforscht und diskutiert ist die Problematik bei der Verwen-
dung des Gleichheitszeichens in der Primar- und Sekundarstufe. Die meisten
Lernenden verstehen das Gleichheitszeichen als Handlungsaufforderung, eine
Ergebniszahl zu berechnen oder, wie auch Amelies Aufzeichnung in Abbildung
0.1. zeigt, als Symbol, welches den niachsten Rechenschritt ankiindigt. Sie ver-
stehen das Gleichheitszeichen in der Regel nicht als Zeichen fiir die Gleichwer-
tigkeit zweier Terme (Winter 1982). Insbesondere diese Sichtweise auf Glei-
chungen ist jedoch fiir erfolgreiches mathematisches Lernen sowohl in der
Grundschule als auch danach von besonderer Bedeutung, da viele Variablen-
gleichungen erst mit einem derartigen Verstindnis geldst werden konnen und in
der Grundschule erst eine auf die Gleichwertigkeit von Termen bedachte Sicht-
weise strategisches Rechnen ermoglicht.

Die Erforschung eines derartigen algebraischen Gleichheitsverstindnisses
steht im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit. In bisherigen Untersuchungen
wurde ein einseitiges, auf die Ergebnisbestimmung fokussiertes Verstdndnis von
Lernenden im Kontext der Verwendung des Gleichheitszeichens vielfach analy-
siert. Ob und wie Lernende jedoch ein algebraisches Gleichheitsverstindnis
losgelost von dem formalen Symbol des Gleichheitszeichens zeigen, ist bislang
wenig erforscht. Die vorliegende Arbeit mochte anhand der beiden entwickelten
Lernumgebungen ,,Rechenketten” und ,,Malkreuze*“! einen Beitrag fiir diese
Forschungsliicke leisten. Bei der Entwicklung der Lernumgebungen wurde
bewusst auf die Verwendung des Gleichheitszeichens verzichtet, um den Blick
der Lernenden nicht auf die Ergebnisermittlung zu lenken, sondern auf die
Gleichheitsbeziehung zwischen Termen.

I Die beiden Lernumgebungen wurden auf Grundlage der Aufgabenformate aus dem
Schulbuch ,,Das Zahlenbuch* entwickelt (Wittmann & Miiller 2012a, 2012b, 2012c,
2013).
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Abbildung 0.2 Rechenketten aus der vorliegenden Arbeit

Der Fokus der entwickelten und in der empirischen Untersuchung eingesetzten
Aufgaben liegt, wie obige Abbildung zeigt, auf der Entdeckung, Erkundung und
Begriindung von Gleichheitsbeziehungen in der Grundschule. Die Lernenden
werden, anders als in vielen bisherigen Untersuchungen, nicht mit Gleichungen
konfrontiert, welche sie bewerten, vervollstindigen oder verbessern sollen.
Vielmehr beschiftigen sie sich im Kontext der beiden substanziellen Lernumge-
bungen auf kindgerechte Weise mit Beziechungen zwischen Termen und denken
iiber Gleichheitsbeziehungen nach. Dabei sollen sie Begriindungen entwickeln,
welche die zugrundeliegende mathematische Struktur der gleichwertigen Terme
in den Blick nehmen.

Amelie, die obige Kettennotation vornahm und im Zuge des Umgangs mit
dem Gleichheitszeichen scheinbar ein Verstindnis zeigt, welches die Gleichwer-
tigkeit von Termen unberiicksichtigt lasst, erklért ihrer Partnerin wie folgt die
Gleichheitsbezichung der Terme aus Abbildung 0.2:

Guck mal. Das hat ja hier alles mit der 7 zu tun ne? Und die 14 ist doch in der Siebenerreihe ne?
(zeigt auf die Rechenkette 10-70-140) Und zwei mal sieben sind 14 und wenn ich jetzt die 10 hab“
(zeigt auf die Rechenkette 10-70-140), dann konnte ich quasi minus zwei, dann passt das zur acht
(zeigt auf die Startzahl 8) und hier einmal plus eins quasi (zeigt erst auf die zweite Pfeilzahl, dann
auf die Startzahl der Rechenkette 7-70+70) dann hab ich, dann passt das auch zur acht.

[...] Dann wiird* das quasi das gleiche Ergebnis ergeben wie hier (zeigt erst auf die Zielzahl der
Rechenkette 10-70-140, dann auf die Zielzahl der Rechenkette 8-70)

Der kurze Transkriptausschnitt zeigt, dass Amelie hier Terme zueinander in
Beziehung setzt, eine strukturelle Sichtweise auf die Aufgaben einnimmt und
die Gleichheit begriindet. Wéhrend sie bei der formalen Gleichungsnotation die
Gleichwertigkeit der Terme scheinbar unberiicksichtigt 14sst, scheint sie bei der
Begriindung der Rechenketten-Terme durchaus ein algebraisches Gleichheits-
verstdndnis zu zeigen.

Wie Amelie und andere Lernende bei der Ermittlung und Begriindung der
Gleichheit vorgehen, welche Vorstellungen sie einnehmen und wie sich somit
ein algebraisches Gleichheitsverstindnis charakterisieren lasst, mochte die vor-
liegende Arbeit nachgehen und beantworten. Gleichsam interessiert das Poten-
zial der Lernumgebungen, welche auf eine formale Gleichungsnotation verzich-
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ten, im Hinblick auf die Entwicklung eines algebraischen Gleichheitsverstind-
nisses.

Aufbau der Arbeit

Das erste Kapitel der Arbeit stellt fachdidaktische Grundlagen zum Lerngegen-
stand der arithmetischen Gleichheiten dar. Dafiir wird zunéchst die Problematik
um die Verwendung des Gleichheitszeichens theoretisch und empirisch erldutert,
ehe darauffolgend ebenso theoretische und empirische, fiir den vorliegenden
Lerngegenstand relevante Ausgangspunkte der Early Algebra aufgefiihrt wer-
den. AnschlieBend wird die Entwicklung eines algebraischen Gleichheitsver-
stindnisses aus theoretischer Perspektive dargelegt und mit Uberlegungen zu
Gleichungen in der Sekundarstufe abgeglichen.

Nach der theoretischen Fundierung des Lerngegenstands werden in Kapitel 2
die fiir die vorliegende Arbeit relevanten lerntheoretischen Grundlagen vorge-
stellt und erldutert. Dabei wird zum einen der Fokus auf Lernen im Kontext von
Interaktionsprozessen gelegt und zum anderen im Besonderen der Zusammen-
hang zu Argumentationsprozessen im Mathematikunterricht. AbschlieBend
werden diese Uberlegungen mit denen zum Lerngegenstand der arithmetischen
Gleichheiten vereint.

Kapitel 3 zeigt den forschungsmethodischen Rahmen der Arbeit auf. Nach
einem theoretischen Uberblick iiber das Forschungsprogramm der fachdidakti-
schen Entwicklungsforschung im Dortmunder Modell, in dessen Rahmen die
vorliegende Arbeit angesiedelt ist, werden die Forschungsfragen sowie die De-
signentwicklung des verwendeten Lehr-Lern-Arrangements vorgestellt und der
Aufbau und Ablauf der empirischen Untersuchung dargelegt. Die beiden Analy-
semethoden der interpretativen Unterrichtsforschung sowie der Argumentati-
onsanalysen nach Toulmin, welche fiir die Auswertung der empirischen Unter-
suchung leitend sind, werden abschlieSend erldutert.

Im vierten Kapitel werden die gewonnenen Ergebnisse der empirischen Un-
tersuchung zusammenfassend dargestellt. Die Ergebnisse zu den Charakteristika
eines algebraischen Gleichheitsverstdndnisses (Kap. 4.1) wurden aus den Argu-
mentationsanalysen nach Toulmin generiert, welche in Kapitel 5 nachzulesen
sind. Die Ergebnisse zur Charakterisierung der Lernumgebungen (Kap. 4.2)
wurden aus den interpretativen Analysen gewonnen, welche Kapitel 6 darlegt.

AbschlieBend wird in Kapitel 7 die vorliegende Arbeit mit ihren For-
schungsergebnissen zusammengefasst, Folgerungen fiir die Unterrichtspraxis
sowie weiterfithrende Fragen fiir die Erforschung von Lernprozessen aufgezeigt.
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1 Gleichheiten im Mathematikunterricht der
Grundschule

,»Du hast den gleichen Stift wie ich®, ,,Wir beide sind gleich grof3*, ,,In jeder
Mannschaft miissen gleich viele Kinder sein“ — Den Begriff der Gleichheit
kennen wir aus unserem alltdglichen Sprachgebrauch. Im Alltag weisen wir mit
dem Begriff der Gleichheit hiufig auf duBerliche Gemeinsamkeiten hin. Stim-
men unsere Stifte in ihren Charakteristiken wie Farbton und Marke iiberein,
konnen wir feststellen, dass sie gleich sind. Aber auch im Sinne eines Relations-
ausdrucks ist der Begriff der Gleichheit im Alltag bekannt. Ist ein Kind weder
grofer noch kleiner als ein anderes, sind beide Kinder gleich grof3. Thre Grofie
kann durch eine Gleichheitsbeziehung beschrieben werden. Ebenso sind in zwei
Mannschaften mit gleich vielen Kindern nicht in einer Mannschaft mehr oder
weniger Kinder. Stellen wir im Alltag eine Gleichheit fest, sind wir in der Regel
erstaunt, halten es fiir kommunikationsbediirftig, flir ein besonderes Phanomen.

Auch im Mathematikunterricht in der Schule stellt die Gleichheit ein beson-
deres Phdnomen dar und ist fiir das weitere Lernen bedeutsam. Wiahrend
Gleichheiten in geometrischen Kontexten in Form von kongruenten Abbildun-
gen auftauchen, spiclen sie im arithmetischen Anfangsunterricht zunichst bei
der Ausbildung von Grundvorstellungen eine zentrale Rolle. Es sollen ,tragfa-
hige mentale Modelle fiir mathematische Begriffe* (vom Hofe 2003, S. 5) ent-
wickelt werden, die, neben einem flexiblen Verstdndnis von Zahlen, Operati-
onsvorstellungen betreffen. Ein erstes Verstdndnis von Gleichheit entwickeln die
Lernenden hier zunichst beim Aufbau additiver (und subtraktiver) Vorstellun-
gen. Zwei Mengen, wie 4 und 3, werden zusammengefiigt und es entsteht eine
neue Menge, 7. Die Michtigkeit der neuen Menge entspricht dabei stets der
Michtigkeit beider zusammengefiigten Einzelmengen. Die zusammengefiigten
Mengen und die so entstandene Menge sind gleich groB3: 4+3=7. Neben dieser
ersten Grundvorstellung der Addition reihen sich, basierend auf einem Teil-
Ganzes-Verstiandnis, weitere additive und subtraktive Vorstellungen, ebenso wie
Grundvorstellungen zur Multiplikation und Division, hinzu. Die Gleichheit wird
hier stets durch das Verhéltnis von einer Gesamtmenge zu zwei (oder mehreren)
Teilmengen angezeigt. Fiir die wichtige Ausbildung von grundlegenden Fertig-
keiten wie dem ,Einspluseins’ oder ,Einmaleins’ ist ein derartiges Verstindnis
von Gleichheit unerldsslich.

Neben dem Verstidndnis von Gleichheit, das auf der Einsicht in das Verhalt-
nis zweier (oder mehrerer) Teilmengen zu einer Gesamtmenge beruht, tritt be-
reits im Anfangsunterricht ein Gleichheitsverstdndnis, welches das Verhiltnis
von mehreren, unterschiedlichen Teilmengen zueinander betrifft. Es gilt nicht
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nur 4+3=7, sondern ebenso 4+3=5+2=2-3+1=... Die strukturelle Einsicht in
diese Gleichheitsbeziehungen auf Grundlage der algebraischen Rechengesetze
ist Voraussetzung fiir flexibles Rechnen. Dabei sollen Lernende unterschiedliche
Rechenstrategien kennen und situationsangemessen nutzen (Ministerium fiir
Schule und Weiterbildung NRW 2008). Die vermeintliche Eindeutigkeit der
Gleichheit im Sinne eines Faktenwissens wird durch das Erkennen und Nutzen
struktureller Beziehungen zur Mehrdeutigkeit.

Ahnlich wie beim Gebrauch des Gleichheitsbegriffs im Alltag kann auch die
mathematische Gleichheit aufgrund aduBerlicher Gemeinsamkeiten festgestellt
werden. Wihrend im Geometrieunterricht Kongruenzabbildungen durch ihren
deckungsgleichen Charakter festgestellt werden konnen, konnen arithmetische
Gleichheiten stets durch das Ausrechnen und Priifen gleicher Ergebnisse ver-
standen werden. Wihrend im Alltag ein oberfldchliches Erfassen von Gleichheit
oftmals zufriedenstellend ist, reicht dies fiir das komplexe Verstehen mathemati-
scher Gleichheiten nicht aus. Hierfiir ist die Einsicht in Operationsvorstellungen
sowie strukturelle Zusammenhdnge grundlegend.

Neben der Entwicklung von inhaltlichen Vorstellungen zur arithmetischen
Gleichheit werden die Schiilerinnen und Schiiler auf symbolischer Ebene mit
einem neuen, fiir sie in der Regel bislang unbekannten Zeichen konfrontiert:
dem Gleichheitszeichen. Das Gleichheitszeichen zeigt die Gleichwertigkeit
zweier (bzw. mehrerer) Terme an. Diese Tatsache sowohl inhaltlich zu verstehen
als auch entsprechend zu notieren, stellt die Lernenden vor eine Herausforde-
rung. Im Folgenden wird daher zunéchst die Problematik bei der Verwendung
dieses besonderen mathematischen Zeichens erldutert, bevor im Anschluss de-
tailliert auf die inhaltlichen Vorstellungen zur Gleichwertigkeit von Termen
eingegangen wird.

1.1 Die Verwendung des Gleichheitszeichens

Die folgende Szene stammt aus einem Gespriach der Autorin mit zwei Schiile-
rinnen der vierten Klasse, Amelie und Jule, iiber die Bedeutung des Gleichheits-
zeichens. Sie zeigt exemplarisch verbreitete Vorstellungen iiber das Gleichheits-
zeichen von Lernenden auf.

Was bedeutet denn das Gleichheitszeichen?

Das Ergebnis

Wie meinst du das?

Das Ergebnis von einer Aufgabe

Mhm. Und Jule, wie verstehst du das Gleichheitszeichen?

Dass das dhm voraussagt, welches Ergebnis (.) das eine Aufgabe ist

Amelie (A) und Jule (J) assoziieren das Gleichheitszeichen mit dem Ergebnis
einer Aufgabe. Amelie scheint das Gleichheitszeichen mit dem Ergebnis einer
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Aufgabe gleichzusetzen: Das Gleichheitszeichen ,,bedeutet das Ergebnis. Jule
fiihrt an, dass das Gleichheitszeichen das Ergebnis einer Aufgabe voraussagt:
Das Gleichheitszeichen, welches nach einer Rechenaufgabe steht, weist den
Lernenden darauf hin, dass im Folgenden das Ergebnis angefiihrt wird. Denkt
man an die Funktion des Gleichheitszeichens auf dem Taschenrechner, sagt es
bei entsprechender Betétigung das Ergebnis voraus. Auf dem Papier muss das
Ausfiihren der Operationen noch von den Lernenden durchgefiihrt werden. Das
Gleichheitszeichen kann als Signal verstanden werden, diese Operationen aus-
zufiihren.

Die Interpretation des Gleichheitszeichens, so wie sie Amelie und Jule in
dem obigen Beispiel zeigen, ist typisch fiir viele Lernende, wie zahlreiche nati-
onale und internationale Studien belegen. Winter wies bereits 1982 darauf hin,
dass Lernende das Gleichheitszeichen zumeist operational auffassen, d.h. sie
verstehen es als Aufforderung eine Rechnung, notiert auf der linken Seite des
Zeichens auszufiihren und das Ergebnis im Anschluss auf der rechten Seite zu
notieren (Winter 1982). Eine derartige Aufgabe-Ergebnis-Deutung, wie Winter
sie benennt, zeigen auch die beiden Schiilerinnen im oben angefiihrten Beispiel.
Amelie macht dies sprachlich explizit, indem sie die Termini ,,Aufgabe“ und
,.Ergebnis“ mit dem Gleichheitszeichen in Verbindung bringt.

Im Folgenden werden die Ergebnisse aus nationalen und internationalen
Studien zur Interpretation und Verwendung des Gleichheitszeichens zusammen-
gefasst.

1.1.1 Empirische Erkenntnisse zur Interpretation des Gleichheitszeichens

Bereits seit den 70er Jahren wurden empirische Untersuchungen zum Verstiand-
nis des Gleichheitszeichens bei Lernenden durchgefiihrt. Eine Auswahl von
Ergebnissen wird im Folgenden dargestellt. Diese werden hinsichtlich der ver-
schiedenen Aufgabenstellungen, wie sie in vielen Studien zu finden sind, unter-
teilt: die Interpretation des Gleichheitszeichens, die Verwendung dessen beim
Lésen von unkonventionellen Gleichungen sowie die Verwendung beim Bewer-
ten von unkonventionellen Gleichungen.

Verschiedene Studien zeigen, dass Lernende das Gleichheitszeichen auf dhn-
lich rechnerische Sicht interpretieren wie Amelie und Jule im obigen Beispiel.
Werden die Lernenden nach der Bedeutung des Gleichheitszeichens gefragt,
fiihren sie das Ausfiithren einer Rechnung oder das Ergebnis dieser an. Folgende
Antworten von Lernenden zur Bedeutung des Gleichheitszeichens kénnen ver-
schiedenen nationalen und internationalen Studien entnommen werden:

~when two numbers are added, that’s what it turns out to be“ (Behr, Erlwanger & Nichols 1980,
S. 13)

,~what the problem’s answer is“ (Knuth, Stephens, McNeil & Alibali 2006, S. 303)

~immer nach einem = Zeichen steht das Ergebnis® (Steinweg 2013, S. 75)



