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ASYMPTOTIC FORMULAS WITH REMAINDER ESTIMATES FOR 

EINGEVALUES O F  ELLIPTIC OPERATORS 

S. Agmon (Hebrew University) 

We propose to  discuss in this lecture a number of resul ts  related 

to  the problem of eigenvalue distribution of elliptic operators. We s ta r t  with 
n 

some classical  results.  Let A be the Laplacian in R and cois ider  the 

eigenvalue problem: 

U =  o on an, 

where !2 is a bounded open se t  in R ~ .  Let {hj} be the sequence of 

eigenvalues of (1). each repeated according to  i t s  multiplicity and se t  

(2) 
J 

  hen according to  a wellknown theorem of Weyl one has: 

(3) N(t) = * tn I2  + o(tn'2), t -++ o, , 

)r some constant. The formula (3)  was further improved by Courant who 

gave following estimate to  the remainder term: 

(4) N(t) - = 0 (t(n-1)12 logt ). 

F o r  the corresmonding case of the Laplacian on a compact mani- 

fold Avakumovic [ 4 ]  proved a somewhat better result  that (4), namely that 

The remainder estimate (5) is actually the best possible estimate which one 

can expect in general. Thi?, a s  was observed by Avakumovic [ 4 ]  (see  also 

f 121 ), follows by considering the example of the Laplacian 4 on the 
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sphere sn . In this case the different eigenl-alues a r e  8 3  = j(j+n-1). each 
" j 

v .  having a multiplicity: 
J 

It then follows that 

(6) N(pj+o) - N(p.-o) 3 c u (n- 1 )/ 2 
J j 

for some constant c > o. F rom (6) one concludes that ( 5 )  cannot be improved 

for the Laplacian on the sphere.  The same example also shows that a more 

refined asymptotic formula for N(t) with a second t e r m  in the asymptotic 

formula need not exist. 

There i s  one case  where (5)  can be improved. This is the case of 
2 

the Laplace operator on the torus  R~ mod 2n . In this case  N(t ) is no- 

thing e lse  but the number of lattice points inside the sphere of radius t 

(center at the origin). It follows from classical  results (e.g. [13]) that 

Returning to  the question of eigenvalue distribution for the Dirichlet 

problem (1) (or any other self-adjoint differential boundary value problem 

f o r n )  it seems  very plausible that the optimal remainder estimate (5) holds 

also in this case. Up to now, however, this result  was established only in 

the very special case when R is a polyhedron in 2 o r  3 dimensions 

( [5]and [8;9]) . 
We consider now the case of a general elliptic operator. (For  simpli- 

city we shall  consider the case  of a single differenttial operator acting on 
n 

functions defined on an open se t  of R . Most of the results,  however, admit 

generalizations to elliptic systems defined on manifolds) . Let A be a for- , 

mally self-adjoint (positive) differential operator of o rder  m 'in R C R ~  - 
(c* coefficients) . Let A be a self-adjoint realization of A in the Hilbert 

h 

space L2(R)  . Assume also that A is bounded from below and that it 
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has a discrete spectrum conslsf.ing of eigenvalues of finite multiplicity. 

As before let  N(t) denote the number of eigenvalues < t .  The follo- 

wing general result  on the asymptotic behavior of N(t) holds. 

Theorem 1. Suppose that R i s  a bounded open set  possessing the cone 

property. Suppose furthermore that for some integer k > n/m the domain 
-k 

of definition of A i s  contained in Hkm(R). Then 

Theorem 1 yields the main term in the asymptotic eigenvalue di- 

stribution formula for a wide c lass  of elliptic boundary value problems 

(e.g. [ I] ,  I61 and references given there) . Recently the theorem was impro- 

ved to yield an estimate for the remainder in (8). The following result  

holds [ 2 ]  . 
Theorem 2. Under essentially the same conditions a s  those in - 
Theorem 1: 

for  any (3 < 112 in the general case  and any (3 < 1 if the principal part  

1' has constant coefficients. 

The basic step in proving Theorem 1 o r  Theorem 2 i s  the deri-  

vation of the corresponding asymptotic formula for the spectra l  function: 

where {yj(x)) is the normalized sequence of eigenfunctions. Thus in order  

to prove Theorem 1 one dtses the asymptotic formula (given by Carlrman 

[ 7 1  for second order  operators and by G,irding [ l o ]  in the general case): 
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e(t;a, x) = c(x)tntm + o(tnim), t -, CIX = JAt (x, d ~ . *  

By integration of (11) over R one a r r ives  a t  the asymptotic formula (8). 

(Actually one needs additional estimates for the spectral  function in order  to  

justify the integration step since (11) is uniform in x only on compact sub- 

se ts  of R) . In analogy the proof of Theorem 2 is based on the following 

estimate for the remainder in (11) established recently by Agmon and Kan- 

nai [ 3 1 and Hormander 11 11 : 

for  any a < 112 in the general case  and any a < 1 if the principal part  A' 

has conscant coefficients. I1 

We give now some indications about the derivation of (12). Without 

loss  of generality we shall assume that m > n (this could always be achi-ved - - 
replacing A by some power x$, and that A i s  positive. Let R = ( ~ - h ) - '  

be the resolvent operator. Because m > n it follows that R is an integral h 
with a continuous kernel R (x, y). One has the relation: A 

- 1 
(t- 1) de(t;x, x) . 

The main idea which goes back to  Carleman is to  determine the asymptotic 

behavior of R h(x, x) in the complex h -plane and then to  deduce from 

this information, via the relation (13), the asymptotic behavior of the spectral '  

function. It should be noted, however, that for  the derivation of remainder 

1) It should be noted that the various asymptotic results on spectral  functions 
actually hold in the general situation when a spectral  function exists; i.e. 
for any semi-bounded from belnw self-adjoint realization of A (no assum- 
ptions on the spectrum o r  on R ) . 
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estimates such a s  (12) o r ~ a e e d s  information on the asymptotic behavior of 

the resolvent kernel Rx (x, x) near  the spectrum of x .  Thus the crucial 

result  proved in 133  is the following. 

Theorem 3. T l ~ e  resolvent kernel R, (x,x) admits an asymptotic ex- -- 
pansion of the form: 

valid for  Re ?,> o, I Im A 1  2 IA[  (m- @)/m+ E 
, I ; I >, 1 (and a lso  for 

Re < o , I A / ? l  ) where 8 = 1 / 2  in the general case, 8 = 1  if A t  

has  constant coefficients, and E is an arbi t rary  positive number. Here 

cj(x) a r e  certain C' functions depending only on the differential 

operator A. 

The deduction of Theorem 2 from Theorem 3 can be achieved 

with the following semi-inversior formula of (13) due to Pleijel: 

- 
where 3 = t + j ' r  with T > o  and r is any contour from 1 to  3 not 

intersecting the positive axis. By choosing for r a contour of the form: 

1 Im A l  = I \ !  ( m - @ ) / m + ~  , o 6 Re A f t, using (15) and (14) , one a r r ives  

easily at the remainder estimate (12) . 
In o r d e r  to  prove Theorem 3 one needs t o  construct a good para- 

metrix for the .resolvent kernel which will yield a lso  a good approximation 

near  the spectrum. This can be done for instance with the aid of the calcu- 

lus  of pseudo-differential operators (this procedure was followed in [ l l j  but 

not in [ 3 ]  where a somewhat different method was used) . 
Finally we mention that very recently, using new classes  of pseudo- 
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d i f fe ren t ia l  o p e r a t o r s ,  H o r m a n d e r  112 1 succeeded  i n  p rov ing  t h e  following 

op t imal  r e m a i n d e r  e s t i m a t e  f o r  the  s p e c t r a l  function: 

With t h e  a i d  of th i s  r e s u l t  i t  is poss ib le  t o  i m p r o v e  now T h e o r e m  1 i n  

t h e  c a s e  of a s i n g h  o p e r a t o r  by  showing t h a t  in  t h e  g e n e r a l  c a s e  

f o r  any f > o . It would b e  i n t e r e s t i n g  t o  know whether  (17) holds with 

f = o . A s  was  r e m a r k e d  b e f o r e  i t  is not ~ l l o w n  'whether t h i s  is t r u e  e v e n  

in t h e  c a s e  of t h e  Di r ich le t  boundary va lue  p r o b l e m  f o r  t h e  Laplace  o p e r a t o r .  
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UNE DEFINITION GLOBALE DES OPERATEURS PSEUDO- 

DIFFERENTIELS SUR UNE VARIETE DIFFERENTIAL-E . 
Par 

Juliane Bokobza-Haggiag 

(Purdue University) 

I n t r o d u c t i o n .  ----------- 

Nous introduisons dans ce qui suit une definition globale 

des operateurs pseudo-differentiels sur  une vari6tC differentiable et  

un calcul symbolique qui permet dletablir une correspondance lineaire 

bijective entre les  operateurs pseudo-differentiels modulo les  opera- 

teurs regularisants dlune part et une classe de symboles modulo les  

symboles qui sont B decroissance rapide sur  les  fibres de l'espace 

cotangent dlautre part. 

Ltidee de ce calcul est basCe sur  l e  fait que la  formule 

n 
qui dbfinit un operateur pseudo-differentiel sur  , s i  f a cer-  

taines proprietes de regularit6 et de croissance B llinfini, prend un 

sens sur  une variet6 s i  l1on y remplace y-x par un vecteur tangent 

en x B la variete, soit v(x, y), "infinitesimalement 6gal" B y-x, 

et si l'on prend quelques pr6cautions supplementaires destinees B faire 

converger 11int6grale et B lui  assurer  un sens intrins8que. 
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CHAPITRE I 

LINEARISATION DIUNE VARIETE DIFFERENTIABLE. 

Definition (I. 1) . Soient X une variete r6elle de classe cCP, paracom- 

pacte et T(X) son espace tangent. Soit v une 
a 

application de classe C de XxX dans T(X) telle 

que le  diagramme 

soit cornmutatif, p designant la  pr( rni8re projection 1 
du produit X S  sur  X. On dira que v est une 

linearisation de X si l e s  conditions (i) et (ii) sont 

verifiees: 

(i) pour tout x EX, v(x, x) = 0; 

(ii) pour tout x e X, la  differentielle de l'appli 

cation y H v(x, y), laquelle est  une appli- 

cation lineaire de T (X) dans Tx(X), est 
Y 

au point y=x llapplication identique de Tx(X). 

Signalons d8s maintenant que plus que de llapplication 

d v(x, y) nous aurons besoin de sa  transposee que nous notons 1' : 
Y X 

c'est l1application lineaire de T:(x) dans T*(x) definie par 
Y 

-w 
pour tout 5 appartenant B T:(x), oa T (XI designe l'espace 
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cotangent de X; la  condition (ii) s'exprime bien sQr par l e  fait que 

pour tout X C X  1: est l'application identique de T:(x). 

Proposition (I. 1). Soient X et Y deux varietes reelles de classe 

'coo , paracompactes, et h une immersion Y j X ,  
00 

c'est B dire une application C , de rang partout 

Bgal B la dimension de Y . 
Soit ~*(T(x) )  le fibre Fur Y image reciproque 

par h de T(X), B un sous-fibre duquel on peut 

identifier T(X) (au moyen de la  differentielle de h) 

et soit H un fibre supplementaire de T(Y) dans 
4 

h (T(X)) (tel,  par exemple, qu'on peut le d6finir par 

choix d'une structure riemanienne sur' ~TT(x)). 
Soit q la projection de ~*(T(x))  sur  T(Y) paral- 

lblement B H. 

Alors s i  v est une linearisation sur X , on 

definit une linearisation sur Y en posant 

(h*v)(yl, y2) = q(v(hyl, hy2)). 

t h ~ 2  
En  effet d (h'v)(yl, y2) = qo 1 &(ha), dl021 resulte 

y2 hy' hyl 
immkdiatement la condition (ii) puisque 1 = I et que 

hy, 
l'application q est une inverse B gauche de dh. 

Notons que h*v est definie canoniquement par la donnee 

de h et v lorsque h est un diffeomorphisme local. 

Corollaire . Toute variete admet une linearisation. 

Cela resulte en e f f ~ t  du theorbme de Whitney et de la  

proposition (I. 1). 
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Proposition (I. 2). Soit v une linearisation de la  variei6 X . Il 

existe un voisinage ouvert fi de A , diagonale de 

XxX, vkrifiat~t les  proprietes suivantes: 

(iii) l a  restriction de v &fi est un diff6omorphisme 

d e a  sur  un voisinage ouvert de la  section nulle 

de T(X). 

(iv) l e  deux projections de n sur  X soot des a p p s  

cations propres. 

Un tel  ouvert s e r a  appele un domaine de la  

linearisation v . 
En outre, on peut supposer que .f2 est  sym6- 

trique et  que pour tout x c X ,  la  coupe q= { y(X 

tels que (x, y) e .a 1 est  connexe. 

En effet, dtapr8s le  theoreme des fonctions implicites, 

il existe, pdur tout X E X  , un voisinage ouvert U de x te l  que 
X 

la restriction de v B UxxUx soit un diff6omorphisme. On peut 

bien stir , supposer U relativement compact. 
X 

X Btant paracompacte, on sait  que l1on peut definir un 

recouvrement ouvert localement fini (V2 ) de X tel  que si 

V, V,, # f il existe E X tel  que VA y Vp c Ux. 

Alors = w A V x VX vCrifie l es  conditions (iii) et 

(iv): pour la  condition (iii), il n'y a que llinjectiviti B verifier; mais 

si v(x, y)= v(x, z), oh (x, y) E V, x V3, et  (x, z) Q%- x Vp , alors 

V, V, c Ut pour un certain t(- X, de sorte que (x, y) et 

(x, z) appartiennent tous deux A UtxUt, d'oh y = z. 
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Par  ailleurs, si K est une partie compacte de X, 

(x, y) ne peut appartenir B a , x appartenant B K , que si y ap- 

partient B l a  reunion des ouverts relativement compacts V1 qui 

coupent K , lesquels sont en nombre fini, dtob (iv). 

Pour assurer les  deux dernieres conditions, choisissons 

pour tout x 6 X un voisinage ouvert connexe Wx de x tel que 
I 

Wx x Wx c 3 . Alors 32 = u W - Wx repond 8 la question 
reX x 

I 
car  d2' = t/ W est connexe, et R est, bien sor, symetrique. 

x x e w  y 
Y 

Cette demonstration prouve dtailleurs que taut voisinage de A contient 

un domaine de v , sumetrique et B coupes connexes. 

CHAPITRE I1 

ESPACES DE SYMBOLES ET D'OPERATEURS. 

Dans tout ce qui suit, X est  une varidte reelle de 

classe ch et de dimension n, que lton suppose, pour simplifier, 

denombrable B llinfini. 

Definition (XI. 1). Soit m un nombre reel. c&(T*(x ) ;~ )  est  
LD 

llespace des fonctions F de classe C sur  T*(x), 

a valeurs complexes, telles que pour tout compact K 

de X contenu dans un domaine de coordonn6es, pour 

tout choix dlun systgme de coordonnees dans un voisinage 

de K , et quels que soient les  multi-indices p et q, 
c 

il existe une constante C telle que: 
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Remarque: 

On pose ici 

il y aura lieu d'introduire egalement des derivations par rapport aux 

cordonnees de l'espace tangent sous la forme 

Ces derivations ne prennent bien s a r  un sens que moyen- 

nant la  donnee d'un systgme de coordonnees locales ou celle d'une 

base en un point donne de llespace tangent ou cotangent; mais toutes 

les  formules globales qui suivront et feront intervenir de telles deri- 

vations ont un sens intrinsgque, &ant entendu que les  derivations par 

rapport aux cordonnees de l'espace tangent et cotangent sont toujuurs 

b c r i h p a r  rapport B des bases duales de ces deux espaces. 

Par  ailleurs, on voit facilement qu'il suffit que 11inegalit6 

souhait& soit remplie localement pour un certain systgme de cordonnees 

pour qulelle le  soit pour tout systgme de cordonnees. 
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Definition (11. 2). Soit m un nombre reel. %(X:m) est l'espace 

des operateurs lineaires continus A de @(x) dans 8 (X), qui 

se  prolongent continament de 3 (X) dans a (X), et pour tout 

s reel, de HS (X) dans H ~ - ~  (X) , et qui, en outre, sont 
c omp comp 

t r e s  reguliers, c'est B dire verifient la condition suivante: 

s i  T est une distribution sur  X de classe CGJ dans un ouvert 

J(Z de X , alors la distribution AT est de classe C 

dans fi . 

Remarques: 

Tous les  espaces de distributions consideres ici sont de 
/ 

sous-espaces de .& (X), espace des courants pairs de degr6 0, 

.2, (X) &ant l'espace des fonctions ( B  valeurs complexes) de 
Or, 

classe C sur  X et B support compact, 6 (X) l'espace des 

fontions de classe C Cn et F' (X) llespace de courants B 

support compact. 

/' I1 resulte facilement de la  definition que s i  A G.d (X;m), 

alors A opere de ~ I ( x )  dans e ' ( X ) ,  de qOc(x) dans 

S-m (X) et de (X) dans % (X). 
Hloc 

Il convient de remar quer, pour un usage ulterieur, que 

dans la definition (11. 2), on peut supprimer llhypoth&se que A 

opere de x dans &'(x) (la derniere condition &ant alors 
cn 

remplacee par la  condition: T E  Z)(X) et T est C dans 

,2 entrafnent AT est C dans fi ) s i  pour tout compact 

K de X on peut trouver un compact L de X tel que T e> ' (x)  
et T=O sur  L entrakent = 0 sur K. 

U 

En effet, moyennat cette condition, AT sfannulera sur  K 
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s i  T( c \ X )  et s'annule dans un voisinage de L , puisque la 

regularisation n'augmente pas trop le  support; cela &ant,  soit ((f. i) 
01 

une partition C de llunitC sur  X, dCnombrable et localement 
e ' 

finie; alors si TE v (X) la  famille (A( y iT) )  est une famille de 

distribution localement finie (le support de A(YiT) ne pouvant couper 

un compact K s i  l e  support de Yi ne coupe pas l e  compact 

L associ6) et en definissant AT= C A (  Y;.T) on obtient l e  prolon- 
t 1 

gement voulu de A A Ai'(x); l'inclusion supp. sing. AT supp. 

sing. T pour toute T e.& ' (~)  est Cvidente. 

Y Enfin, signalons que + (X;- W1) = C $(x;m) nlest que 

llespace des opdrateurs lineaires continus de ~ ' ( x )  dans -& (X) 

et de *."(x) dans &x): nous designerons ces  operateurs sous 

l e  nom dfop6rateurs rbgularisants. 

c.9 
Proposition (11. 1). C ( T t  (X);rn) est complet pour s a  structul;e de 

groupe topologique (non sCpar6 ) pour laquelle un systeme fondamen- 

tal de voisinages de 0 est  constitue par les  sous-espaces cLn(~*(X);k) 

(k reel  & m). 

Cette proposition, et l a  suivante, permettent de sommer 

des ser ies  de symboles ou d10p6rateurs dont les ordres tendent vers  

- 03  . Elles ont Bt6 donnees en mbme temps, la premiere par 

H8rmander ( 111 ), et l a  deuxieme par nous-m8mes ( [2] ). 

Proposition (11.2). .% (X;m) est complet pour sa  structure de groupe 

topologique pour laquelle un systeme fondamental de voisinages de 

0 est constitue par les  sous-espaces L(X;k)  (k reel  g m). 

La ddmonstration repose ici su r  l e  theoreme de Mittag- 

Leffler (cf. Bourbaki, Topologie g6n6rale , chapitre 2), l es  lemmes 
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( I  1) t ( I .  2) sont des intermediaire B cette demonstration. 

Nous cornmencons par definir, pour tout compact K de 

X et tout nombre reel  m, l'espace -,tk (X;m) suivant: c lest  l'espace 
r 

des operateurs A de & (X) dans .& (X) qui verifient les deux conditions 

suivantes: 

(1) r T & .&(x), supp ( T ) ~  K + A T  = 0 
s s-t 

(2) ' V s , t t  R, t 7 m ,  A opere de HlOc(X) dans HlOc (XI. 

Un tel operateur A opere evidemment d e u E ' ( ~ )  dans (X) et 

de &'(XI dans .-e 1x1. On peut mettre sur  i % ( ~ ; m )  une 

structure d'espace de Frechet de la  facon suivante: soit K1 un 
0 

compact de X, KCK'; quels que soient s et t , l'espace d'appli- 

cation lineaires continues ,&(H:, (X). H;:: (X)) est un espace de 

~ r g c h e t  pour la  topologie de l a  convergence uniforme sur les  parties 
S 

bornees de HK,(X). On met sur  A K ( x ; m )  la  topologie borne 

superieure des topologies induites par ces espaces, lorsque s et 

t parcourent @, avec t p m .  

Lemme (11.1) . Si t <m. A K ( x ; t )  est dense dans A K ( x ; m ) .  

Il suffit de construire une suite ( R,) dloperateurs op6- 
s+m-t 

rant pour tout s ds qOc(x) dans H1_ 
(X) et convergeant 

simplement vers  110p6rateur identique de T ~ ~ ~ ( x ) ,  comme on peut 

l e  voir par application du theoreme de Banach-Steinhaus et du lemme 

de Rellich. 

Pa r  choix dlun systeme fini de car tes ,  on s e  r a m h e  alors 

au probleme suivant: soient L1 et L deux compacts de n, 2 
n 

L1c e2 ; montrer qu'il exipte une suite d'operateurs sur  conver- 

geant simplement pour tout s vers  llapplication identique de 
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HS (2") dans HS (kn) et operant de H: (R") dans 
L1 2 1 

Or s i  ( s Y w )  est l a  suite standard de fonctions de .& ($?) convergeant 
.- 

vers la  distribution de Dirac L , l a  suite des operateurs de convo- 

lution associes repond B l a  question. 

Lemme (11.2). Soient K et K1 deux compacts de X , K c  fit, (m.) 
J j70 

une suite strictement decroissante' de nombres reels tendant vers - i..?, 
et pour tout j, un op6rateur A. & .dP(x;m.) B bisupport compact 

J J 
dans K, c'est-B-dire te l  que 

fi 5 (X), supp. (A .T) c K ,  et: 
3 

k% E 3 (x), supp. (T) C 1 K .- A .T = 0. 
3 

Il existe alors A h, (X;mo), B bisupport compact dans K1, te l  

que, quel que soit k, A - .& Aj apppartienne B &(x;mk).  
J C  k-1 

C ' . I/ 
En effet, soit pour tout, W = L" A.+ L C (X;m ), que 

// k j e k - 1  J K k 
l1on munit de la metrique de 6 1'- (X;m ) transportbe par translation 

K .  k 
D1apr&s l e  lemme (11. 1) et le  th6or8me de Mittag-Leffler, il existe 

Bc $ 1 ~ ~  et s i  Y L  - % K l ( ~ )  est egale B 1 dans un voisinage de 

K, A=(Y)B repond B l a  question ( (3') est  ici 110p6rateur de mul- 

tiplication par 9 ). On r a m h e  B ce  lemme le  cas general par 

partition de 11unit6. 



J. Bokobza 

CHAPITRE I11 

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS SUR UNE VARIETE 

DIFFERENTIABLE. 

Soient v une linearisation de X et R u n  domaine de v. 

Quels que soient x et y appartenant B X, ltapplica- 

tion lineaire 

definit, en passant B l a  puissance exterieure n-ihme, une application 

lineaire : AnT3x)+ AnT'(x), que l'on peut aussi interpreter 

comme un element de A"T~(X) (3 k T y ( X ) ,  et une section A? 

de classe C du fibre ?(x) "T (X) au-dessus de XxX (il stagit 

bien sat. ici  du produit tensoriel externe). 

Au-dessus de , il y a Bgalement une section canonique * 
(relativement B v ) du fibre A X )  @ A T  X o /\:T(x) 

(resp. /\"T*(x)) est l'espace des n-vecteurs tordus (resp. n-cove2 . t 
teurs tordus), section qui s e  deduit de la  precedente puisqu'une 

orientation de fix est definie canoniquement par la  donnee dtune 

orientation de X au point x (en effet y 4 v(x, y) definit un 

diffeomorphisme de .f2 sur  un ouvert de Tx(X)). 

On designera la  valeur de cette dernihre section au point 

(x, y) par la notation d y 8 d 6 t  /Jv(xay) dy . ~ ' e s t  du reste  son 
Q Y  

expression en coordonnees locales, lorsque des coordonnees locales 

sont choisies dans des voisinages de x et de y de facon compatible 
r 

quant B l'orientation definie par la  carte fl Tx(X) et par 
X 
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n'importe laquelle des  deux orientations possibles de Tx(X). 

Si f e s t  une foriction localement sommable s u r  X, B 

support dans a 7  on designera par  d r J  f(y)d6tS- dy 
- -x' 

21,L - Y  
l ' integrale s u r  --' de f(y)d \ d6t v\x,  y) dy , 

X 

qui es t  une forme impaire  de degre n s u r  x, B valeurs dans 

l 'espace des n-vecteurs tordus en x: cette integrale e s t  un n-vecteur 

tordu en x, qui peut donc s6ruir  de mesure  s u r  T:(x). 

Definition (111. 1). Soient -S  - un domaine dlune l inearisation v de  
' 1' 

X,  et  . Y  une fonction C '  s u r  XxX, B support contenu 
7 dans - - , et @gale 2 1 dans un voisinage de l a  diagonale 

de XxX. 

Si F C- c ~ ' ' ( T *  (X);m),m &ant un nombre r e e l  quelconqke, - - 
A =  F ,  es t  lrop6rateur dBfini su r  .? (X) par 

V,.\ - - 
-2i~;v(x,  y),Fydet :v(x, y ) ( X I  = j' F(X, t ( ~ ( x ,  Y ) +  ( ~ ) e  ) dy. 

I T'Jx) . I ? ~  
c Y 

L 

On notera pa r  ( '< )(x,?) l a  valeur en (x, 7 ) de la  

seconde intBgrale. D'autre part on notera v l e  diffeomorphisme de 
7 - s u r  un ouvert de 7 (X) defini par  v (y) = v(x, y) e t  w l e  

L 
X X 

diffeomorphisme reciproque; "Y (x,J' ) s e r a  la  fonction definie s u r  
L 

, \ 
T(X) pa r  x )=  \' (u, w ( 7 : ) )  si (x, /I ), v(-2) e t  nulle en 

X 

dehors de v ) .  On peut a lors  e c r i r e  auss i  

Proposition (111. 1). Avec l e s  notations de l a  definition (111. I ) ,  A - 
opPre de ?(x) dans 2' (X) e t  de (X) dans > i ~ ) .  
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On va montrer que si s e t  t sont deux ent iers  t e l s  que 
t s - m - n >  t 3 0 .  s L 0. A opPre de H' (X) dans Ccomp(X), espace 

comp 
des  fonctions de c lasse  ct B support compact, ce  qui montrera  l a  

proposition. 

DBfirlissons une s t ructure  riemannienne s u r  X p a r  l e  
* 

choix d'un produit scala i re  (. , . ) s u r  T (X), prolong6 de faqon 

r -bilineaire s u r  l e  complexifie de T* (X). On a, pour ?$ 0 :  

d'oh aprPs une integration pa r  par t ies  (effect116 s u r  l respace tangent): 

ce  qui donne, on itCrant s fois le procede, 

i )(x. : )I c it/-s \lyllHs pour 7 # 0 ,  et comme on a 

(;pu )"a 5 1 < c 11 9 )I pour 
H0 

puisque s-m-n k0 ;  enfin, en  appliquant un operateur differentiel P 
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dlordre 2 t B A (.f dcrite sous sa  forme initiale, on voit que 

l1on a encore 

Proposition (111. 2). Soit 110p6rateur defini dans la  definition (111. I) ,  * 
et soit h:Y --a X u  un diffdomorphisme. Si h A est 

1 
110p6rateur ddfini sur  a (Y) par ( # A ) ( ( ~ ) = A ( Y o ~ -  )oh, 

on a 

avec 

Il suffit de faire un changement de variables dans les  integrales 

qui definissent hY A. 

v' Definition (111. 2). Soit A un opdrateur lineaire continu de . d ( X )  

dans ( x )  Soient v une lindarisation de X et f)( 

01 
une fonction C sur  XxX, B support dans un domaine 

de v , dgale B 1 dans un voisinage de A . Le symbole 

de A par rapport B (v,@) est  l a  fonction (de classe C O O )  

sur T*(x) ddfinie par 

(A)(x,-j) = A (C((x, y)e 
2 i n  M x ,  y),'S>) (x), 

%, oc Y 

l a  notation Ay signifiant que llopdrateur A agit sur la 
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fonction qui suit consideree comme fonction de y , l es  

autres variables etant fixees. 

@ Sr 
Proposition (111. 3). Soient F E  C (T (X);m), v et v l  deux lineari- 

GQ 
sations de X, O( et Nl deux fonction C su r  XxX 

d support dans des domaines respectifs de v et v 

egales d 1 dans un voisinage de A , et A = BV,& til. 
w 

Alors d (A) appartient B C (T*(x);~) et ne depend 
v l  ,dl 

pas de n( ni de d d un element de c (T*(x); - CQ ) pres. 

En fait, si $!,A est l a  fonction definie sur  V , ( ~ ) C  Tx(X) 

qui fait passer de v(x, y) d vl(g, y), on a: 

et en particulier (A)& F. 
V, x 

Avant de demontrer cette proposition, remarquons que la 

somme 

est bien definie indbpendamment du systeme de cordonnees choisi et 
k+l 

appartient a C m ( ~ * ( x ) ;  m-[%] ), 1 4  designant l a  partie entiere 

, en effet D; {e de - - 
2 

2 m < $ ~ - ~ ~ ~ q = ~ )  est un polyn~me go en 

7 de degre f [F] dont les  coefficients sont des fonctions C 

de x , comme il  resulte du fait que yx(f) - V 
s'annule ainsi que 

r 1 
ses  derivees du premier ordre en fri = 0. 
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La serie est alors convergente au sens de l a  proposition 

(11. 1). 
-' . 

Posons alors g 2 ( ~ ,  y)= O( (x, y) d (x, y); d'autre part 1 
choisissons une 'structure riemannienne su r  X, et une fonction 

de classe C m  sur  T(X), fgale B 1 p v u r J 1 1 - c ~  et B 0 pour 

17 1 >/I et posons 
1 ;I4 

a'(., y,F, = @(a. 15 1 v(., Y)). 

On Bcrit a lors  (A) = G1+G2, avec - vP &I-.. 

G2 s1obtenant en remplapant dans cette expression 9/ par 1 - r .  
go 

On demontre alors  que G2 e C (T*(x);- 00) en 

Bcrivant que 

N 6tant un entier arbitrairement grand et en integrant par parties, 

au moyen de la  carte dBfinie par le  diffeomorphisme (vl)x I la 

deuxieme intbgrale. 

~ u a i t  B G il s lbcr i t ,  apres les changements de variables 
1' 
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Il slagit de prouver que quels que soient p et q, 

P 4 D x T  Rk(x, F) est major6, x restant dans un compact, par telle 
5 

puissance de f que l'on veut, pourvu que k soit assez grand. 

Mais d'apres la  formule de Leibniz, une d6rivCe de Rk 
est somme d'expressions analogues B celle de Rk, mais oh F est 

remplacde par une derivde de F et z 2 ( x , 2 )  par un polyname 
00 

en F et /?PI4 dont les  coefficients sont des fonctions C de 

(x, 7 ). Il suffit donc d'obtenir une estimation de R 
k ' 

On separe R en deux: R:(x, 5 ) = _(. 
k 

et 

R:(X, 5 I =  5 
CTl> , 

Pour simplifier l e s  notations posons 

( x  , ) designant sa  transformee de Fourier par rapport B 7-2. 
calculee au point 5. . Dans l e  support de ($?(a, /51114q ), on 

a 7 L 
('U4 , et Y(qI-7 sfannulant ainsi que sea derivees 

premieres en ?= 0, une d6rivCe d'ordre j (par rappor! B 7 ) de 

( ~ ( x ,  7 ,y  ) est major6 par c /5)3J14, oh c est une constante 

independante de ) et de 4 loraque ce dernier parcourt un compact. 

Ceci prouve que, quel que soit 9 entier positif, 


