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ASYMPTOTIC FORMULAS WITH REMAINDER ESTIMATES FOR
EINGEVALUES OF ELLIPTIC OPERATORS

by
S. Agmon (Hebrew University)

We propose to discuss in this lecture a number of results related
to the problem of eigenvalue distribution of elliptic operators. We start with
some classical results. Let /\ be the Laplacian in R" and consider the
eigenvalue problem:

(1) -Au=Au in @,

u

1]
o

on 9%,

where Q 1is a bounded open set in Rn. Let {)‘j} be the sequence of
eigenvalues of (1), each repeated according to its multiplicity and set
(2) N(t) = 2 1.

A<t
J

Then according to a wellknown theorem of Weyl one has:

n/2 n/2)

(3) N(t) =¥t + o(t t—+ 0,

)

Y some constant, The formula (3) was further improved by Courant who

gave following estimate to the remainder term:

(4) N(t) - xt“/z o™ /20 ).

For the corresmonding case of the Laplacian on a compact mani-

fold Avakumovic [4] proved a somewhat better result that (4), namely that

(5) Ny -yt % = 01/

The remainder estimate (5) is actually the best possible estimate which one
can expect in general, Thi§, as was observed by Avakumovic [4] (see also

[12] ), follows by considering the example of the Laplacian AS on the
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sphere s" . In this case the different eigenvalues are ;;j = j(j+tn-1), each

-0

(n-1)/2
]

uj having a multiplicity:

It then follows that

(6) N(PJ.+0) - N(uj-o) > cu

for some constant ¢ >o, From (6) one concludes that (5) cannot be improved
for the Laplacian on the sphere, The same example also shows that a more
refined asymptotic formula for N(t) with a second term in the asymptotic

formula need not exist.

There is one case where (5) can be improved. This is the case of
the Laplace operator on the torus R” mod 2m . In this case N(t2) is no-
thing else but the number of lattice points inside the sphere of radius t
(center at the origin). It follows from classical results (e.g. [13]) that

) N(t) - Ytn/z - O(t(n/Z)-n/(n+1) ).

Returning to the question of eigenvalue distribution for the Dirichlet
problem (1) (or any other self-adjoint differential boundary value problem
forA) it seems very plausible that the optimal remainder estimate (5) holds
also in this case. Up to now, however, this result was established only in

the very special case when is a polyhedron in 2 or 3 dimensions
( [Sjand [8;9]) .

We consider now the case of a general elliptic operator. (For simpli-
city we shall consider the case of a single differenttial operator acting on
functions defined on an open set of Rn . Most of the results, however, admit
generalizations to elliptic systems defined on manifolds) . Let A be a for-
mally self-adjoint (positive) differential operator of order m ‘in QcR"

(C* coefficients) . Let A be a self-adjoint realization of A in the Hilbert

space LZ(Q) . Assume also that A is bounded from below and that it
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has a discrete spectrum consisting of eigenvalues of finite multiplicity.
As before let N(t) denote the number of eigenvalues < t. The follo-

wing general result on the asymptotic behavior of N(t) holds.

Theorem 1. Suppose that © is a bounded open set possessing the cone
property. Suppose furthermore that for some integer k >n/m the domain

~

k
of definition of A is contained in Hkm(Q). Then

(8) N(t) = Yf,n/m o™ ™), { — 00,

= d§dx .
! jQ[A'(x,‘g) <1

Theorem 1 yields the main term in the asymptotic eigenvalue di-
stribution formula for a wide class of elliptic boundary value problems
(e.g.[1], (6] and references given there). Recently the theorem was impro-
ved to yield an estimate for the remainder in (8). The following result

holds (2] .

Theorem 2. Under essentially the same conditions as those in
Theorem 1:

‘n/m:0

(9) N(t) -yt {(n-0)/m,

(

i t_>m:

for any 0 < 1/2 1in the general case and any 0O <1 if the principal part

' has constant coefficients.

The basic step in proving Theorem 1 or Theorem 2 is the deri-

vation of the corresponding asymptotic formula for the spectral function:

(10) e(t;x, x) = )-\Z:t ¥,60 W;") ,
i

where {&f’j(x)} is the normalized sequence of eigenfunctions. Thus in order
to prove Theorem 1 one ®#ses the asymptotic formula (given by Carleman

[ 7] for second order operators and by Gurding [10] in the general case):
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(11) e(t;x, x) = c(x)’cn/m + o('cn ), t—w, cflx)= J‘A'(x,g).d dg.

By integration of (11) over £ one arrives at the asymptotic formula (8).

(Actually one needs additional estimates for the spectral function in order to
justify the integration step since (11) is uniform in x only on compact sub-
sets of ). In analogy the proof of Theorem 2 is .based on the following
estimate for the remainder in (11) established recently by Agmon and Kan-

nai [3 ] and Hormander [11] :

(12) e(t;x, x)'C(x)tn/m - 0(t(n- O)/m)

for any 0 <1/2 in the general case and any O0< 1 if the principal part A!'

1)

has consiant coefficients.

We give now some indications about the derivation of (12). Without
loss of generality we shall assume that m >n (this could always be achi~ved
replacing A by some power KS, and tha.t A is positive, Let R =(X-)\)-l
be the resolvent operator. Because m >n it follows that R)‘ is an integral
with a continuous kernel R)\ (x,y). One has the relation:

® -1
(13) R}\(x,x) = f (t-A) ~ de(t;x, x) .
0
The main idea which goes back to Carleman is to determine the asymptotic
behavior of Rx(x, x) in the complex A -plane and then to deduce from
this information, via the relation (13), the asymptotic behavior of the spectral

function. It should be noted, however, that for the derivation of remainder

1) It should be noted that the various asymptotic results on spectral functions
actually hold in the general situation when a spectral function exists. i.e,

for any semi-bounded from below self-adjoint realization of A ('no assum-
ptions on the spectrum or on Q)
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estimates such as (12) oreneeds information on the asymptotic behavior of
the resolvent kernel R,‘ (X, X) near the spectrum of A . Thus the crucial

result proved in [3] 1is the following,

Theorem 3. The resolvent kernel R, (x,x) admits an asymptotic ex-

pansion of the form:

n/m-1 § -j/m
(14) R, (x,%) ~(-A) PTG
j=u

- +e
valid for Re A> o, [Im A| Z'M(m 6)/m+ ¢

, I/l 31 (and also for

Re A <o,|A>1) where 6=1/2 in the general case, 6=1 if A!
has constant coefficients, and & is an arbitrary positive number., Here
cj(x) are certain c® functions depending only on the differential

operator A,

The deduction of Theorem 2 from Theorem 3 can be achieved

with the following semi-inversior formula of (13) due to Pleijel:

(15) | e(t;x, x) -

2 mi JI‘" Ry (x, x)dAl ‘Z‘IRt(x,X)l

where Y=t+itwith T>0 and [ is any contour from 3 to ¢ not
intersecting the positive axis, By choosing for F a contour of the form:

(m-6)/ m+¢g . .
1 Im Al =1\ , 0 & ReX t, using (15) and (14) , one arrives

easily at the remainder estimate (12),

In order to prove Theorem 3 one needs to construct a good para-
metrix for the .resolvent kernel which will yield also a good approximation
n‘ear the spectrum. This can be done for instance with the aid of the calcu-
lus of pseudo-differential operators (this procedure was followed in {_'llj but

not in [3] where a somewhat different method was used) .

Finally we mention that very recently, using new classes of pseudo-
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differential operators, Hormander [12] succeeded in proving the following

optimal remainder estimate for the spectral function:

-1
(16) e(t;x, x)-c(x)tn/m = o™ )/m)
With the aid of this result it is possible to improve now Theorem 1 in

the case of a single operator by showing that in the general case

/m (n-1)/ m+¢

(17) N(t)- e = ot )

for any & >o . It would be interesting to know whether (17) holds with
& = o, As was remarked before it is not ~unown whether this is true even

in the case of the Dirichlet boundary value problem for the Luplace operator.
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UNE DEFINITION GLOBALE DES OPERATEURS PSEUDO-
DIFFERENTIELS SUR UNE VARIETE DIFFERENTIALLE,
par
Juliane Bokobza-Haggiag

(Purdue University)

Introduction.

Nous introduisons dans ce qui suit une définition globale
des opérateurs pseudo-différentiels sur une variété différentiable et
un calcul symbolique qui permet d'établir une correspondance linéaire
bijective entre les opérateurs pseudo-différentiels modulo les opéra-
teurs régularisants d'une part et une classe de symboles modulo les
symboles qui sont & décroissance rapide sur les fibres de l'espace
cotangent d'autre part,

L'idée de ce calcul est basée sur le fait que la formule

(A G = ff(x, g)d§ fe‘zm‘y""'f ¢ (y)dy

qui définit un opérateur pseudo-differentiel sur an, si f a cer-
taines propriétés de régularité et de croissance a 1l'infini, prend un
sens sur une variété si l'on y remplace y-x par un vecteur tangent
en x a la variété, soit v(x,y), 'infinitésimalement égal' a y-x,

et si 1'on prend quelques précautions supplémentaires destinées a faire

converger l'intégrale et & lui assurer un sens intrinseéque .
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CHAPITRE 1

LINEARISATION D'UNE VARIETE DIFFERENTIABLE,

Définition (I.1) . Soient X une variété réelle de classe C”, paracom-

pacte et T(X) son espace tangent, Soit v une
o0

application de classe C de XxX dans T(X) telle

que le diagramme

XxX —Y¥—3 T(X)
N/
X
soit commutatif, Py désignant la pré¢miére projection
du produit XxX sur X, On dira que v est une
linéarisation de X si les conditions (i) et (ii) sont
vérifiées:

(i) pour tout xeX,w(x,x) = 0;

(ii) pour tout x eX, la différentielle de 1l'appli
cation y+—>v(x,y), laquelle est une appli-
cation linéaire de Ty(X) dans TX(X), est
au point y=x l'application identique de Tx(X).

Signalons dés maintenant que plus que de 1l'application
dyv(x, y) nous aurons besoin de sa transposée que nous notons lz :

c'est 1'application linéaire de T;(X) dans T;(X) définie par

11(;) = d <v(x,y),§ >

*
pour tout § appartenant a Tx(X)’ ol T*(X) désigne l'espace
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cotangent de X; la condition (ii) s'exprime bien sfr par le fait que
pour tout xgX 1: est 1l'application identique de T:(X).
Proposition (I, 1), Soient X et Y deux variétés réelles de classe

‘c® , paracompactes, et h une immersion Y--X,
c'est & dire une application Coo , de rang partout
égal A la dimension de Y .

Soit h*(T(X)) le fibré sur Y image réciproque
par h de T(X), a un sous-fibré duquel on peut
identifier T(X) (au moyen de la différentielle de h)
et soit H un fibré supplémentaire de T(Y) dans
h‘(T(X)) (tel, par exemple, qu'on peut le définir par
choix d'une structure riemanienne sur’ h*(T(X)).

Soit q la projection de h*(T(X)) sur T(Y) paral-
lélement & H.
Alors si v est une linéarisation sur X , on

définit une linéarisation sur Y en posant

B V)(y;,y,) = alv(hy , hy,)).

hys
En effet d (h*v)(yl,y ) = qotl dh(h_ ), d'ou résulte
Yo 2 hy1 hy2
immeédiatement la condition (ii) puisque lhyl =1 et que
1

1'application q est une inverse a gauche de dh,
Notons que v est définie canoniquement par la donnée

de h et v lorsque h est un difféomorphisme local.

Corollaire , Toute variété admet une linéarisation.
Cela résulte en effgt du théoréme de Whitney et de la

proposition (I.1).
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Proposition (I, 2). Soit v wune linéarisation de la variété X , 1
existe un voisinage ouvert {L de A, diagonale de
XxX, vérifiant les propriétés suivantes:

(iii) la restriction de v aJdX est un difféomorphisme
de ) sur un voisinage ouvert de la section nulle
de T(X).

(iv) le deux projections de ﬁ sur X sont des appld
cations propres.,

Un tel ouvert ) sera appelé un domaine de la

linéarisation v .

En outre, on peut supposer que .O. est symé-

trique et que pour tout x¢ X, la coupe _~Q_x={yeX

tels que (x,3y) e Qz est connexe,

En effet, d'aprés le théoréme des fonctions implicites,
il existe, pdur tout x€ X , un voisinage ouvert UX de x tel que
la restriction de v a Uxxe soit un difféomorphisme. On peut
bien sfir , supposer Ux relativement compact.

X étant paracompacte, on sait que 1l'on peut définir un
recouvrement ouvert localement fini (V; ) de X tel que si
v, AV, ¢¢ il existe €X tel que VU V, cU.

Alors —L =YV, x Vy vérifie les conditions (iii) et
(iv): pour la condition (iii), il n'y a que l'injectivité a verifier; mais
si v(x,y)=v(x,z), ou (x,y)eV, x V, et (x,z)€V, x V/“ , alors
pour un certain te¢ X, de sorte que (x,y) et

V}u V#C Ut

(x,z) appartiennent tous deux a UtXUt’ d'od y = z.
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Par ailleurs, si K est une partie compacte de X,
(x,y) ne peut appartenir a 2, x appartenant &4 K , que si y ap-
partient & la réunion des ouverts relativement compacts Vy qui
coupent K , lesquels sont en nombre fini, d'ol (iv).

Pour assurer les deux derniéres conditions, choisissons
pour tout xe X  un voisinage ouvert connexe Wx de x tel que

i
- DRV, i i
Wox W e 2 . Alors ) SV, < W répond a la question

/
car ‘Q‘/x =x\€_/w Wy est connexe, et (9] est, bien sir, symétrique,
y

Cette démonstration prouve d'ailleurs que tout voisinage de A contient

un domaine de v , sumétrique et & coupes connexes,

CHAPITRE 1II
ESPACES DE SYMBOLES ET D'OPERATEURS,

Dans tout ce qui suit, X est une variété réelle de
classe C® et de dimension n, que l'on suppose, pour simplifier,
dénombrable a 1'infini,

Définition (IL, 1). Soit m un nombre réel, Cw(T*(X);m) est

1'espace des fonctions F de classe Cw sur T"(X),

a valeurs complexes, telles que pour tout compact K

de X contenu dans un domaine de coordonnées, pour

tout choix d'un systéme de coordonnées dans un voisinage

de K, et quelsr que soient les multi-indices p et q,

il existe une constante C telle que:
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o} e o5 ™I
pour x€ K et ~§QTX(X), lgl;l
Remarque:
On pose ici
Dx T (2i;e ) IPT 3 P1 ] Pn et
9%, ... Dxn

1l
K()q == ’flu m
§ 5]

il y aura lieu d'introduire également des dérivations par rapport aux

cordonnées de l'espace tangent sous la forme

Ap!
. R .

1
7 i)™ 71, Pn
Mt

Ces dérivations ne prennent bien sr un sens que moyen-

nant la donnée d'un systéme de coordonnées locales ou celle d'une
base en un point donné de l'espace tangent ou cotangent; mais toutes
les formules globales qui suivront et feront intervenir de telles déri-
vations ont un sens intrinséque, étant entendu que les dérivations par
rapport aux cordonnées de l'éspace tangent et cotangent sont toujours
écritespar rapport i des bases duales de ces deux espaces.

Par ailleurs, on voit facilement qu'il suffit que l'inegalité
souhaitée soit remplie localement pour un certain systéme de cordonnées

pour qu'elle le soit pour tout systéme de cordonnées,
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Définition (I 2).  Soit m un nombre réel. gé(X;m) est l'espace

des opérateurs linéaires continus A de a@(X) dans 99 (X), qui
se prolongent continlment de £ (X) dans ,8 (X), et pour tout

s réel, de H® (X) dans H° ™™ (X), et qui, en outre, sont

comp comp
trés réguliers, c'est & dire vérifient la condition suivante:
si T est une distribution sur X de classe Ca" dans un ouvert

_Q de X , alors la distribution AT est de classe CC"’

dans Q .

Remarques:

Tous les espaces de distributions considérés ici sont de
sous-espaces de .xQ)}(X), espace des courants pairs de degré 0,
,8 (X)  étant l'espace des fonctions (4 valeurs complexes) de
classe C o sur X et a support compact, 6 (X) 1l'espace des
fontions de classe C < et E.) (X) 1l'espace de courants a
support compact.

Il résulte facilement de la définition que si A e.)g/)/ (X;m),

/ /
alors A opére de é (X) dans 5 (X), de HlSOC(X) dans
Hfocm (X) et de & (X) dans & (X).

I1 convient de remarquer, pour un usage ultérieur, que
dans la définition (I 2), on peut supprimer l'hypothése que A
opére de 8'(X) dans ..a&-"(X) (la derniére condition étant alors
remplacée par la condition: Te g)(X) et T est Cm dans
L) entrafnent AT est CCO dans .\/2. ) si pour tout compact
K de X on peut trouver un compact L de X tel que T (—'ug-‘(X)
et T=0 sur L entralnent rAT = 0 sur K,

. o
En effet, moyennat cette condition, AT s'annulera sur K
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si Ta E,(X) et s'annule dans un voisinage de L , puisque la
régularisation n'augmente pas trop le support; cela étant, soit (gii)
une partition Cm de 1'unité sur X, dénombrable et localement
finie; alors si Te \C/,(X) la famille (A( Sf“iT)) est une famille de
distribution localement finie (le support de A(?’;iT) ne pouvant couper
un compact K si le support de -(Fi ne coupe pas le compact
I. associé) et en définissant AT-= ; A( ‘y‘iT) on obtient le prolon-
gement voulu de A 2 Z)'(xn 1'inclusion supp. sing. AT (- supp.
sing, T pour toute Téf‘)’(x) est évidente. )

Enfin, signalons que :\/,/ (X;-00) = Q -,é/(X;m) n'est que
l'espace des opérateurs linéaires continus de g’(X) dans &2 (X)
et de ,8 ’(X) dans &(X); nous désignerons ces opérateurs sous

le nom d'opérateurs régularisants,

*

Pel
Proposition (Il 1), c© (T ' (X);m) est complet pour sa structure de

groupe topologique (non séparé ) pour laquelle un systéme fondamen-
tal de voisinages de 0 est constitué par les sous-espaces Cw(T*(X);k)
(k réel = m).

Cette proposition, et la suivante, permettent de sommer
des séries de symboles ou d'opérateurs dont les ordres tendent vers
-0, Elles ont été données en mé&me temps, la px.'emiére par

HOrmander ( [1] ), et la deuxidme par nous-mémes ( {2]).

Proposition (II. 2). 75 (X;m) est complet pour sa structure de groupe

topologique pour laquelle un systéme fondamental de voisinages de

0 est constitué par les sous-espaces L(X;k) (k réel < m).

La démonstration repose ici sur le théoréme de Mittag-

Leffler (cf. Bourbaki, Topologie générale, chapitre 2), les lemmes
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(II. 1) et (II.2) sont des intermédiaire a cette démonstration.
Nous commengons par définir, pour tout compact K de

X et tout nombre réel m, l'espace ;/l: (X;m) suivant: c'est l'espace

K
] ) 0
des opérateurs A de £ (X) dans & (X) qui vérifient les deux conditions
suivantes:

(1) VTe -’\(_Lf(X), supp (T)CL K=3 AT =0

(2) Vs, te IR, t>m, A opere de Hlsoc(x) dans HS™!

loc X).
Un tel opérateur A opére évidemment def’(x) dans é(X) et
de & I(X) dans »g’(X) On peut mettre sur p%’K(X;m) une
structure d'espace de Fréchet de la fagon suivante: soit K' un
compact de X, Kch'; quels_que soient s et t , l'espace d'appli-
cation linéaires continues 4><//’/(HIS<, (X), Hls(;;‘ (X)) est un espace de
Frechet pour la topologie de la convergence uniforme sur les parties
bornées de HIS{'(X)' On met sur %K(X;m) la topologie borne
supérieure des topologies induites par ces espaces, lorsque s et

t parcourenf Q, avec t>m.

Lemme (II,1), Si t<m, J%K(X;t) est dense dans «%K(X;m).

I1 suffit de construire une suite (Rs) d'operateurs opé-
s s+m-t
rant pour tout s de Hloc(X) dans Hloc (X) et convergeant

simplement vers l'opérateur identique de Hlsoc(x)’ comme on peut
le voir par application du théoréme de Banach-Steinhaus et du lemme
de Rellich, 4

. Par choix d'un systéme fini de cartes, on se raméne alors
au probléme suivant: soient L1 et L2 deux compacts de_[R, n,
LIC iz ; montrer qu'il exigte une suite d'opérateurs sur Rn conver-
geant simplement pour tout s vers l'application identique de
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HS (Rn) dans H® (I{?n) et opérant de HS (IR_n) dans & ' (Rn).
L1 L2 L1 L2
Or si (*Y,) est la suite standard de fonctions de & (_—L}él) convergeant

-

vers la distribution de Dirac - , la suite des opérateurs de convo-

lution associés répond a la question,

Lemme (II, 2). Soient K et K' deux compacts de X,Kc I%"(mj)j>0
une suite strictement décroissante’ de nombres réels tendant vers -c¢0,
et pour tout j, un opérateur Aj & .{(X;mj) 4 bisupport compact
dans K, c'est-a-dire tel que

VT « & (X), supp. (A T)cK, et:

¢ i
YT € 7 (X), supp. (T)c[, K = AJ,T =0,

I1 existe alors A €. (X;mo), a bisupport compact dans ) K', tel
que, quel que soit k, A - Z: 1Aj apppartienne a ,,é/(X;mk).

jek-
S 4
En effet, soit pour tjlit, Wk = jfg—k_lAj-k 4 L‘K k)’
1'on munit de la métrique de ¢ IZ‘K(X;mk) transportée par translation

(X;m que
D'apres le lemme (II. 1) et le théoréme de Mittag-Leffler, il existe

Be [‘\W et si & \9 (X) est égale & 1 dans un voisinage de
k k b K!

K, A=(¢)B répond & la question ((t}’) est ici l'opérateur de mul-

tiplication par \f' ). On ramene 4 ce lemme le cas général par

partition de l'unité.
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CHAPITRE 1II

OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS SUR UNE VARIETE
DIFFERENTIABLE,

Soient v une linéarisation de X et .Qun domaine de v,
Quels que soient x et y apparténant a X, 1l'applica-
tion linéaire
Y i) — 1)
x x y
définit, en passant & la puissance extérieure n-iéme, une application
linéaire /\nli : /\nT:(X)——-} /\nT?;(X), que l'on peut aussi interpréter
comme un élément de’ /\nTx(X) 8 /\nTy(X), et une section /\nl

de classe C du fibré nT(X) o (X) au-dessus de XxX (il s'agit
bien st ici du produit tensoriel externe).

Au-dessus de () , il y a également une section canonique
(relativement & v ) du fibré  APT(X) @ APT(X), oo APT(X)
(resp. /\:T*(X)) est l'espace des n-vecteurs tordus (resp. n-covec
teurs tordus), section qui se déduit de la précedente puisqu'une
orientation de ﬂx est définie canoniquement par la donnée d'une
orientation de X au point x (en effet y —> v(x,y) définit un
difféomorphisme de Qx sur un ouvert de TX(X)).

On désignera la valeur de cette derniére section au point

(x,y) par la notation d g@dét /%(x‘;&) dy . C'est du reste son

expression en coordonnées locales, lorsque des coordonnées locales
sont choisies dans des voisinagesde x et de y de fagon compatible
f

quant & 1'orientation définie par la carte Qx——-—> Tx(X) et par
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n'importe laquelle des deux orientations possibles de T (X).
X
Si f est une fonction localement sommable sur X, a

support dans _,'ZX, on désignera par dg’j £(y)dét Jv(x,y) dy
y

Qa v

l'intégrale sur _° , de fly)d3 ~ dét . vix,y) dy,

qui est une forme impaire de degré n sur {) , a valeurs dans
i ! X
1'espace des n-vecteurs tordus en x: cette intégrale est un n-vecteur

*
tordu en x, qui peut donc sérvir de mesure sur T _(X).
X

Définition (III, 1), Soient .s» - un domaine d'une linéarisation v de

X, et X une fonction C'."“ sur XxX, a support contenu

dans .2 , et égale a 1 dans un voisinage de la ‘diagonale
L) de XxX.

R

si FecC (T" (X);m), m étant un nombre réel quelcongie,

<

A= C‘ v F est l'opérateur défini sur < (X) par
PN
o -2inev N>, (X, y
(AG)(x) = ‘ F(x, 3)d g { X(x, y)q(y)e (X.y) \\det ( ) dy.
J 14 ! ) ©
T (X) A
X vX
A . s
On notera par ( "g )(x,f) la valeur en (x, §~) de la

seconde intégrale, D'autre part on notera Vo le difféomorphisme de

sur un ouvert de TX(X) défini par vx(y) = vix,y) et wX le

difféomorphisme réciproque; 7 (x,JL‘ ) sera la fonction définie sur
T(X) par No(x, )= Y (x, wx(’l‘)) si (x, /‘l)c‘v().) et nulle en
dehors de  v(:-). On peut alors écrire aussi

_2imTN TS
e ' - g-

n .

N v

(s T Fov)

Proposition (III. 1). Avec les notations de la définition (IIL 1), A

opére de \\f(X) dans S (X) et de  C(X) dans & (X).
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On va montrer que si s et t sont deux entiers tels que

s-m-n~t >0, s>0, A opere de HS (X) dans ct (X), espace
. comp comp

des fonctions de classe Ct a support compact, ce qui montrera la
proposition,

Définissons une structure riemannienne sur X par le
choix d'un produit scalaire (. .) sur T*(X), prolongé de facgon

L -bilinéaire sur le complexifié de ™ (X). On a, pour \{75 0:

S2iv(x, ), 8> Y)~lg o TV 5 >
. 21_7.q_.§_‘2__(§\(1x) de 57,

d'ol apreés une intégration par parties (effectué sur 1'espace tangent):

Yo ) S UE ), §>
{ VoY ,.(‘.)" 37 = I’ 7

I ) 23521

/
£

{
\
) €
/

ce qui donne, on itérant s fois le procédé,
I((’;}l;{/ )(x, g)‘ <C }5]'5 ncj;”HS pour f;é 0, et comme on a
‘('V(f )(x, g) C”g" pour Klél,

apii zc figll , +c | R I IR

et /
5oL

' s
3

puisque s-m-n ~0; enfin, en appliquant un opérateur différentiel P
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d'ordre < t & Aff écrite sous sa forme initiale, on voit que

l'on a encore

|(PAQ)x)| < Nl

Proposition (III, 2), Soit 1'opérateur défini dans la définition (III, 1),
. #*
et soit h:Y —> X. un difféomorphisme, Si h A est
1'opérateur défini sur 2 () par (h*A)((f?)=A(C$70h'l)oh,

on a

KA = Qh*v’h*qlh#F] ,

avec

(B (x,y) = X(hx,hy), (B*v)(x,y)= dh(x)"" v(hx,hy) et

(¥ F)(x, § ) = Fihos, tahto ™ € ).

1 suffit de faire un changement de variables dans les intégrales

qui définissent h* A,

Définition (III, 2), Soit A un opérateur linéaire continu de »&(X)
dans E';(X). Soient v une linéarisation de X et X
une fonction Coo sur XxX, a support.dans un domaine
de v , égale & 1 dans un voisinage de A . Le symbole
de A par rapport & (v,&) est la fonction (de classe Cw)
sur T¥(X) définie par

e2i'71 < (x,¥).%

& BT = A (K, y) 7) (x),

la notation Ay signifiant que 1l'opérateur A agit sur la
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fonction qui suit considérée comme fonction de y , les

autres variables étant fixées.

2
Proposition (IIL. 3). Soient F&€ C (T (X);m), v et vy deux linéari-

sations de X, o et C‘Ql deux fonction C * sur XxX
a support dans des domaines respectifs de v et vy
égales a 1 dans un voisinage de A , et A= Ov o [FJ
Alors Gv1,0<1(A) appartient &4 C (T (X) m) et ne dépend
pas de (X ni de 9(1 4 un élément de C (T (X);-¢9) pres.
En fait, si 4 est la fonction définie sur v () e T (X)

qui fait passer de v(x,y) a vl(x, y),on a:

v ><1(A)(x,§)z\;z L7y rF(x,%g)Dgi jezi”‘ﬁ(wﬁ ’?’}<7=o),

et en particulier ’:‘.’V x (A)ew F.

Avant de démontrer cette proposition, remarquons que la

somme
2i7 <K (Y)-7,5> -
—T:) Fiz,¥)D* Zg < Ve (9/"~0
(r, X A 7 h
est bien définie indépendamment du systéme de cordonnées choisi et
+1 +1
appartient a Cm’(T (X); :2 ] k désignant la partie entiére
+
de k21 ;  en effet {( < L’f(h) §>(11 0) est un polyndme en

. (r) . 4
§ de degré < 2 dont les coefficients sont des fonctions C
de x , comme il résulte du fait que 3&){(‘21) -7 s'annule ainsi que

ses dérivées du premier ordre en ) = 0.
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La série est alors convergente au sens de la proposition
(IL, 1).
Posons .alors X (x y)= O((x y o(l(x, y); d'autre part
choisissons une ‘structure riemannienne sur X, et une fonction
de classe C%° sur T(X), 6égale a 1 pour MI\—;—— et & 0 pour
[f?l)l et posons
¥ (xy.8) = B, KI AN

On écrit alors G/vlf, o (A) = G1+G2,

G (x,5)= J sl % §)a/§jx>a(oc MG ATRS
e»urar(?c 14) g> 2L < (x#))§>MFMDZ%

avec

G2 s'obtenant en remplagant dans cette expression Y par 1- //
On démontre alors que G2 ¢ C 2 (T (X);- ©O) en

écrivant que
- A = | )Y )

N étant un entier arbitrairement grand et en intégrant par parties,
au moyen de la carte définie par le difféomorphisme (vl)X , la
deuxiéme intégrale,

Quan't a Gl’ il s'écrit, apreés les changements de variables
g‘ — §‘+ y 9= v(x,Y)
PR R i i LR S T

-+ }?k /Q‘; §")

G lx5)= 2o
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ol Rk(x, g' ) =
WEm 51z 47 Fens 15

X a;&)() // 11/4 )6-21:780],?)-f-giyc(%:éz)_y,?)‘__,
f.r{cx) 1A bels A7

I1 s'agit de prouver que quels que soient p et q,
Df’a; Rk(x,’s") est majoré, x restant dans un compact, par telle
puissance de § que l'on veut, pourvu que k soit assez grand.
Mais d'aprés la formule de Leibniz, une dérivée de R

. k
est somme d'expressions analogues a celle de Rk’ mais o F est
remplacée par une dérivée de F et &Vz(x,sz) par un polyndme
1/4 s . R ©o
en § et /§[ dont les coefficients sont des fonctions C de
(x,¢Z ). Il suffit donc d'obtenir une estimation de Rk.
On seépare R, en deux: x,5) = j et

k
2 l§l<
Ree )= §
Igi> —z-—
Pour simplifier les notations posons

G, )=, ) Bl i) €

{P\(x, f g désignant sa transformée de Fourier par rapport a ,
calculée au pomt § Dans le support de ﬁ(x [?/1/402) on
a ‘)l £ )El , et x("?}"’Z. s'annulant ainsi que ses dérivées

£E)-95>

premieres en "Z= 0, une dérivée d'ordre | (par rapport a Vi ) de
3j/4

q?(x, ? ,OZ) est majoré par C ’§l i/ , oo C est une constante

indépendante de E et de % lorsque ce dernier parcourt un compact.

Ceci prouve que, quel que soit ¥ entier positif,



