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INTRODUZIONE 

Notaz1on1 

: x = (x1,···,:xn) 

k = (k1 , ••• ,kn ) E ~n (N inter1 non negativ1) 

P(x) = L 
Ikl ~ p 

k 
ak x 

D = (° 1 , ••• , ~n) 

P(D) ~ ..1.> P( ~ ) 

* 

n 
kl = TI 

;1=1 

k r 
~ 

cl = 
;1 21T1 

, J trasto:rmata d1 Pour1er 

P (D) agg1unto d1 P(D) , c1o~ 

B. Mslgrange 

¥ '!, r E ~ : (P(D) 'f It) = (1 I P * (D) '1 ), dove (I) e 
il prodotto scalare in L 2 , e %lJ ind1ca l' ina1eme delle funz ioni 

defini te su IR n, indefini tamente d1fferenziabili e a supporto 

compatto. 

P~ (D) = P(D) = J 
Ik'~ P 

k 
- D 
~ 
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p(k) (x) = = (2i 11: ) Ik I Dk P(x) 

II 1/ = norma in L2 

(g 11 ) = g( 'f) ,per g E I1J I , ! f ~ , dove 10 I e 11 duale 

di cf) • 

P(x,D) = ~ ak(x) Dk, operatore differenziale a coefficien
Ikl ~ p 

ti variabili che per semplicita supporremo indefinitamente dif-

ferenziabili. 

* P (x,D) = aggiunto di P(x,D) 

p e il grado di P(D) 0 P(x,D) , cioe non e ak = 0 , ¥ Ikl= p; 

o ak(x):: 0 ,>( /kl = p • 

p(D) = L k ak D , parte 
Ikl=p 

p(x,D) L ak(x) Dk , 
Ikl=p 

Identita di Leibniz 

(1) 
- 1 

P(D)(f.g) = 2- -
k kl 

principale di P(D) 

parte principale di P(x,D). 

(k) k 
P (D)f.D g 

Verifichiamo la (1) per f ,g c f) . Essa verra nel se

gui to usata anche per f, g i!2J , ma si vedra allora, volta per 

volta, che nei casi che interesseranno essa vale per estensione 

del caso qui considerato. 

Essendo f, g E ~ potremo allora usare, per la verifi-
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oa della (1), la trasformata di Fourier olasaioa con tutte le 

sue propr1eta che a1 atabil1aoono direttamente. 

Avremo allora ohe, se 

~ 
f --; F 

J' 
g _) G, 

allora I P(D)(f .g).! p( J ) 0 (F if G)( '5 ). 

p( '!)(F * G)(~) = 5 p( 5 )F(~ -1 )G("( )d~ = 

= ) p( ~ - '1. +1 )F( ~ -1.) G( 1 )d 1, = 

;:: ( r ~ p(k) ( 1 - ~) 7. k) .F( S -1.) G( 1 )d'1 = 
J k kl 

~ 1 J (k) k 
= '- - P ( S -1 )F( ~ -1 ) ~ G( 1 )d 1. = 

k kl 

= ~ ~I [p(k,<~ )P<s l' [ SkGq ~ -

= [.!. r J (p(k) (D)f)l ~ [~(Dkg)l = 
k kl - ~ j 

= L 2. J l- p(k) (D)foDkg] = r [- l ~ p(k)(D)f.Dkgl 
k kl k kl J 

e quind1, essendo J inietti va, la (1) 0 
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CAPITOLO I 

CONFRONTO DI OPERATORI DIFFERENZIALI 

1. Una disuguaglianza per un problema di esistenza. 

Consideriamo il seguente 

Problema 1.1. 

"Sia S2 un aperto di Rn, P(x,D) un operatore diffe

renziale a coefficienti variabili definit1 su ~ , sotto quali 

condizioni s1 ha 

(1.1 ) 

Oi09 sotto quali condizioni l'equazione 

(1.2) P(x,D)f = g 

Osservazione 1.1. 

La uguaglianza (1.2) va intesa nel senso delle distri

buz1oni, e Ci09 

* (1.3) P(x,D)f = g ~ (f I P(x,D)"'f ) 

Dimostreremo i1 seguente : 

Teorema 1.1. 

"La (1.1) vale se e solo se 3 una costante C, per 
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Dimostraz1one 

Cominc1amo col far ved~re ehe (1.4) ~ (1.1) : 

sia iafatti g E L2 (i1), ai tratta di trovare f £ L2(iL) 

per oui 81 ver1t1chi (1.3). 

R1cordando la rappresen'taz1one dei funz1anali linear1 

continui au L2(fl) , s1 ~ratta d1 far vedere che es1ate un funz1o

nale antl1ineare continuo in L2(n) (e basta def1nirlo in ~ (n» 
11 quale au P if (x,D) c0 (D) ver1f1ch1 (1.3). 

Ind1oh1amo con (f/ ) il funzionale cercato. Oaserviamo 

che (1.3) defin1sce (fl) au Ax,D) £J (51), infatti se 

P .. (x, D) 'f = 0 ~) r = 0 per la (1.4). 

Resta quind1 solo da far vedere che (fl ), cos~ defin1-

to, e continuo au p1f (x,D) 5) (n) (efr. Teorema di . Hahn-Banach) e 

questo e facile eonseguenza della (1.4), 1nfatt1 : 

a c10e : 

I (f Ip~ (x,D)! ) I ~ C' II P * (x,D) ':! II 
da cui la continu1ta. 

Mostr1amo ora ehe (1.1) ~ (1.4) : 

Per questo ind1chiamo eon E l' insieme degl1 element1 f f L 2 (n) 

tali cha P(x,D)f E L2(~). Abb1amo allora che (1.1) equivale a 

2 
P(x,D)E = L (il) • 

E e ovv1amente spazio lineare; su d1 eSBO conaideriamo 
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la norma /11 III defini ta da 

2 . 2 2 
(1.6) Illflll = Ilfll + I!P(X,D)f11 • 

E' ovvio che con tale norma E risulta completo, cioe 

di Banach, e che l'applicazione 

f -) P(x,D)f 

e lineare, continua e surgettiva. 

Essendo E ed L2(fl) spazi di Banach, e la (1.7) una ap-

plicazione lineare continua e surgettiva, 81 ha, per un teorema 

di Banach, che j C tale che 

(1.8) j feE con /11 f 1/1 ~ c e P(x,D)f::: g ; per ogni 

g ~ L2(Sl) con II g II f 1. 

Dalla (1.8) segue allora facilmente la (1.4), infatti: 

1/ 'f II = sup I ( g IIj ) I f sup I (P ( x , D) f I ~ ) I = 
II g /I ~ 1 ~If III f C 

::: sup I (f I P( x, D) J ) I ~ sup I (f I P * (x, D) ~ ) I f. 
~I f !11 ~ C II f 1/ f C 

L sup lit II . II P>( (x,D) ~ II = c II P~ (x,D) ~ II· 
IIf 1I ~ C c.v.d. 
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2. Un teorema d1 esistenza per operatori a coefficient1 co

stant1. 

Dimostreremo 11 seguente 

Te orema 2.1. 

"§!! n 1imitato e P(D) a coeff1c1ent! costant1. al1o-

Dimostrazione 

Per 11 Teorema 1.1. si tratta d1 far vedere che 3 C 

tale che valga 

(2.2) \I 'f II ~ C II P(D) ~ II 
Osserv1amo che 

" P(D) ~ II = II P(D) f II in quanto P(D) e P(D) commu-

tano, e percio la (2.2) puo scriversi 

(2.3) II ~ II~ c II P(D) 'f II 
Paremo vedere che 3 C per cui vale 

dove C = C(p, n) d1pende da n (precisamente dal diametro d1 

~ ) e p (grado d1 p). 

Provata la (2.4), se ne ricava, con 10 stesso ragiona-

mento 

II P~ (D)'f II ~ C II P(D) ~ II , V- 'fEiJ (n), C = C(p,fl) 
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(P!(D) e lloperatore associato al polinomio 
~ 

II 

(disuguaglianza di Hormander) 

o p( s) ) 
d ~i 

~ 'fccX)(fl) 

e quindi 

dove C = C (p,.Q, k). E la (2.5) contiene in particolare la (2.3). 

Si t.ratta quindi di provare la (2.4). Per questo osser

viamo che dalla identita di Leibniz si ha 

Quindi 

P; (D) i = 2i 1t" .P(D)(X1 i) - 2i1t' 'X1 P(D) 1f 

ilp;(D)~ 112 = 2iJt'(P(D)(x,i)1 P1(D)'f) -2i7t'(x1 ·P(D)'j> 1 P;(D)j) 

= 2i1t'(P;(D)(x1i)!P(D)'j) - ide = 2iJt'(x 1 P;(D)lj/P(D)'j) + 

+ (Pi; (D)'j I P(D) '.If ) - ide 

lip; (D) ~ \1 2 ~ C111 p~ (D) 'j II· II P(D)tg II + c2 II P11 (D)Y II ·11 P(D) 'f 11;-

+ 03 I\P(D)~ II • II P; (D) ~ II . 

Quindi : 

(2.7) IIp;(D)~112~ c1 1I p (D)rll·llp;(D)'f11 + 02/lp11 (D)fll.llp(D)tf{/, 

V If E c0 (i2J , 

dove 0 1 dipende dal diametro di il , e precisamente da 
1 

sup IX11 • 
Sl. 
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La (2.7) permette di provare la (2.4) per induzione su 

p • Infatti la (2.4) si ha cha vale certamente per operatori d1 

grado zero. Se dlaltra parte essa vale per operatori di grado 

p-1, allora, essendo P(D) di grado p e P;(D) di grado p-1 e quin

di si ha 

con C = C(p-1,rL) 
o 

Dalla (2.7) e (2.8) segue allora la (2.4). 

c.v.d • 

.. 
3. Precisazioni sulla disuguaglianza di Hormander per gli o-

perator! differenziali a coefficienti costanti. 

Consideriamo la disugugaglianza 

II p(k) (D) 111 ~ C II P(D)1j' II ' 
provata nel paragrafo precedente per 11 caso di r2 limitato. 

Abbiamo gia osservato come C dipenda da p eke da n. 
Vogliamo qui innanzitutto precisare questlultima dipendenza. Per 

questo, fissato n , essendo :A E: H, /\ '> 0, consideriamo 11 aperto 

Ci proponiamo di valutare C(). fL , p, k), mediante C(.D. I P, k). 

Per questo osserviamo che p se ~ t 9) ( ~ n ) I allora 

t (x) = 'tf ()x) l ~ (J1). Dlaltra parte valgono Ie 
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( 3.2) 
D 

(p(D)"f)(lx) = P(-x-) 'rex) 

(p(k)(D)'j)(AX) = p(k)( ~) -rex) , 

1noltre, se indichiamo Q(D) = p( ~ ), si ha 

(k) 1 (k) D 
Q (D) = ).lkl· P (l). 

" Quindi, scrivendo per Q(D) la disuguaglianza di Horm., 

ne segue : 

; 'klll p(k'cD)1j' II ~ C(n, p, k) II P(Dhf /1, >f 'fE0( ),Q) 

da. cui, la disuguagl1anza di H~rmander vale in fi) ( ).0.) con 

D( )(2, p, k) verif'icante 

(3.6) 
/kl 

C()(2, p, k) ~ A c(sl, p, k) • 

Possiamo quindi af'f'ermare ehe vale la seguente I 

Proposizione 3.1. 

"Se c(il, p, k) ~ la migliore costante per cui vale la 

(3.1), aHora ccfl, p, k) tende a zero per diamU ~ 0." 

Proveremo ora la seguente : 

Proposiz1one 3.2. 

·Vale la 

(3.7) II e2i1t <a,x) p(k)(D)'j II ~ C(n, p, k)·11 e2i1t'<a,x) P(D) 'f II 

'1 a. t (. , ¥ 'f f: iJ (n) •• 
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Dimostrazlone 

Dalla identlta di Leibniz si ha 

(3.8) p(D)(e211'C.(a,x'>i) = {~ ~! .ak p(k)(D)~ J. e217r('a,x~= 

= e2i1r<:a,x> P(D+a) 'J . 

App1ioando al10ra 1a (3.1) al1'operatore P(D-a) e al1a 

funzione e21 7t'<a,x > 'ljE/ij(!2J (se If(~(n)), e tenendo presente 

1a (3.8) (che vale anche per p(k)(D) in 1uogo di P(D», ne segue 

la (3.7). 

c.v.d. 

4. Supporto delle soluzioni di equaz10ni dlfferenzia1i. 

Osserviamo innanzitutto che, dalla (3.1), per conti

nuita, vale s 

II p(k) (D) ~ II ~ c II P(D) 'j II ' 
dove $ P(.Q) indica 10 spazio delle funzioni continue con 1e 10-

ro derivate fino al1'ordine pea supporto compatto contenuto in 

.0... 
Dimoatreremo al10ra i1 seguente r 

Teorema 4.1. 

"lli f ~ aP e tale che valga : 

- (k) I 
I P(D)f(x) 1-< C(x) Lip (D)f(x) 

- /k/ /i 1 ' 
(1) 

( 1 ) 
Una disuguag1ianza come 1a (4.2) vale per 1e f che sono solu-

./ . 
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£2a C(x) lim1tata su ogni compatto contenuto in I2 . 
Sia r un ins1eme convesso e chiuso contenente 11 sup

porto di f • 

Allora, per ogni a ~n , punto estremale di I' , m
ste un intorno di a in cui f -= 0 •• 

Dimostrazione 

Per comodita poniamo che a = 0 (origine) e che sia il 

piano x 1 = 0 a separare a da r , cioe sia fn ix ; x1=0 j = ta 1 
r n 1 x; X 1 < o} = I> • 

Ricordiamo a110ra che per proprieta degli insiemi con

vessi si ha, posto ~ = { x Eo r ; x 1 ~ E ]: 

(4.3) per t ~ 0 

quindi in particolare 

diam I~ ~ 0 per t -~ 0 • 

Indichiamo, fissato e..., 0 , con c:( una funzione 
00 

E C (R) per cui valga 

eX. (x1) = { 0 
per x 1 < c 
per X 1 ) 2 t 

Per la (4.3), se €. e sufficientemente piccolo 

O(.f€cVP(f ). 
2£ 

Allora applicando la (3.7) (anch'essa estensibi

Ie a R? (L » ad a = 
2£ 

zioni di una equazione 

). 
(- 2i1t" 0, •• , 0) e :f =O(.f , 9i ha 

oa r (k) 
P(D)f + L- ak(x)P (D)f = 

/kl ~ 1 
o , con ak(x) continui (0 localm. L ). 
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(4.6) Ile-).X1 p(k)(D)( 0( f) II fell e-)x, P(D)(o< f)/f. 1--1<. 

e C"' non d1pende da ~ • Quind1 I 

) 
-2) x, f '"" (k) 2 -2~E 

(4.10) e ••• L Ip (D)f I dx ~ c~.cnl e 
x <. E Ik/ ~ 1 

1 2 
dove C~ = ( ••• r I P(D)( .( f) I dx • e indipendente da 

JX1H 
Dalla (4.10) segue allora 

( 2 ( E -x 1 ) ') r (k) 2 
) e •••• JL /p (D)f/dx ~C~.C" 

%,<£ \k\'),1 

.¥.A)O 
).. 
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I P (k) (D)fj2dX f. en, .e~ ,;,f ),,0 

Percio deve essere : 

r ___ (~ I p(k)(D)fI 2dX = 0 

JX1~..E. J jk/7/1 
2 

da cui in ~articola-

re l'asserto. 

c.v.d. 

Dal teorema ora dimostrato segue facilmente il 

Corollario 4.1. (Teorema dei su~~orti) 

.. l' f E £)P(Rn ) si ha 

(4.12) inv.conv.su~~. '1 = inv.conv.su~~. P(D):f ." 

Dimostrazione 

Essendo ovvia nella (4.12) la inclusione .. ') .. resta 

da ~rovare che n ~ " non e un'inclusione stretta. Per questo ~ro

cediamo ~er assurdo, cioe su~~oniamo che la n ~" valga in senso 

stretto • .AJ.lora esiste un punto estremala a di inv.conv.su~~'1f 

cha non a~partiene ad inv.conv.su~~. P(D) 1.1) quindi neanahe a 
(1) J 

su~p. P(D):f • 

Quindi ~ una sfara di centro a , ahe indichiamo con 

S2., in cui P(D) "i = 0 • 

Allora, in n , 'l.j verifica senz' al tro la (4.2). 

Dal Teorema 4.1., a~pliaato a :f ,~ , al ~unto a ed al convesso 

(1) 
Riaordiamo che due insiemi convessi compatti coincidono se 

e solo se hanno gli stessi ~unti estremali. 
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inv.conv. supp. '1 ' si r1cava che "1 e nulla in un intorno 

di a ; ma questo e assurdo essendo a punto estremale di invil.con. 

supp. 'f ,quindi d1 supp. ~ , quind1 a E supp. ~ • 

Ne segue l'asserto. 

c.v.d. 

Sempre come conseguenza del Teorema 4.1. diamo 11 

Corollar10 4.2. 

"~ f € C2 e ver1fica 

( 1 ) 

n d f } 
(4.13) 16f(X)I~c'{ ~ I) (X)\ + /f(X)/ ' 'xl xcQ 

j:;:1 Xj 

~ n e un aperto connesso d1 ~, ed e I in un intorno di un 

punto d1 n , f :. 0 , allora f = 0 su Q ." 
Dimostraz1one 

Supponendo, per comodita, che f sia nulla intorno all'o-

rigine, consideriamo la trasformazione 

x 

e la nuova funz10ne 

dove 

f(x) :;: 
n-2 r 

A"- 1 Poiche e ~f:;:---

r 4 
e 11 trasformato d1 

r :;: Ix I 

~ - 2 fV (;\2"" 
Ll f , fEe ,anzi f ~ rJJ (DJ 

~ , e poiche anche f verifica una 

disuguaglianza del tipo (4.13), si pub vedere, applicando ad es

sa il Teorema 4.1., che f e nulla in insieme aperto e chiuso, al 

Per regolarizzaz1one s1 mostra,Aac1lmente che il risultato 
precedente e ancora vero per 'J E C' (Rn). 
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{'oJ 

tempo stesso, di ~ 
!"/ 

(ovviamente non vuoto) , d'altra parte, es-

sendo ~ , come ~ 
AJ ~ 

, connesso, ne segue f ~ 0 su ~ e quindi 

f=Osull. 

c.v.d. 

Osservazione 4.1. 

11 Corollario 4.2. e banale per le funzioni armoniche 

(poiche esse sono analitiche). Esso si applica piu in generale 

alle soluzioni dell'equazione 

- 'df 

<>0 
Con gli a,(x), b(x) continui (0 anche localmente L 

~ 

6f = L.. a, (x) -- + b(x)f • 
i ~ 'd xi 

5. Confronto di operatori differenziali. 

) . 

A) Operatori differenziali a coefficienti costanti. 

Cominciamo col dimostrare la seguente 

Proposizione 5.1. 

"Dati Q(D) ~ P(D) per i quaE valga 

I 2 I (k) 2 (5.1) Q(5)1 ~c'Ip (5)1 ,).f s 
k 

allora. ~er ogni a12erto limitato QCRn , 3 

E Rn 

C tale che 

(5.2) /IQ(D)Lf II { C II P(D)1J II >f 1 E J) (..0.)." 

Dimostrazione 

Essendo Q(D)1j1 ~ Q( S ) t ( 5 ), dove 

per la formula di Planche reI 

si ha 
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(5.3) 

D'altra parte, dalla (5.1), segue: 

(5.4) ~IQ(S)12r~(S)12d5 s C'~Jlp(k\S)121~(~)12d5 

:: C' ~ II P (k) (D) f W . 
k 

D'altra parte, essendo ~ limitato, esiste C per cui 

Allora dalle (5.3), (5.4), (5.5) segue l'asserto. 

c.v.d. 

Come applicazione della Prop. 5.1. mostriamo i seguenti: 

Corollario 5.1. 

"L'operatore di Laplace,.6 ,maggiora, nel senso che 

vale la (5.2) per ogni ~ aperto limitato di Rn , tutti gli ope-

ra tori di ordine L:.. 2." 

Dimo9trazione 

Si tratta di far vedere che, essendo Q un 1f operatore 

di ordine ~ 2, vale per Q e P(D) :: 6. la (5.1), cioe esiste C' 

per cui 

(5.6) tQ(~)t2,; c.{ (t, 5:/ + t, ): + 1} . 
Questo fatto e ovvio, se Q( 5 ) e un )rf polinomio di 

grado ~ 2 , quindi 9i ha, per la Prop.5.'. l'asserto. 

c.v.d. 
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B. lialgrange 

Osservazione 5.1. 

Poiahe nella magg1orazione (5.6) quello ahe conta, al 

secondo membro, e 11 termine 1 (~ S:) 2 + 1} , possiamo affer

mare ahe il Corollario 5.1. vale per ogni operatore el1ittico, in 

luogo di LJ. • Piu precisamente si ha : 

Corollario 5.2. 

"~ P(D) e operatore ellittico di grado 2m, allora esso 

maggiora, nel sensa della (5.2), tutti gli operatori differenzia

Ii di grado ~ 2m". 

Si ha ancora un altro interessante 

Corollario 5.3. 

"L'operatore del calore, aioe l'operatore associato al 

polinomio 
2 I ~ I -to i 1: 

maggiora tutti gli operatori differenziali di secondo grado nella 

variabili spazia11, e di primo nella variabile temporale. In par

ticolare esso maggiora tutti gli operatori di grado 1.

Dimostrazione 

Si riduce a verificare la 

/Q( S,1:)12~ c' ·fl t S2 + i1:12 + i j2 + 1J, 
j=1 j j=1 );1 

ovvia per i Q( S ,1;) precisati nell' enunciato. 

Dimostriamo ora i1 seguente 

Teorema 5.1. 

"~ P ~ Q, sono condizioni equivalenti Ie 

c.v.d. 
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B. Malgrange 

2 
1) J 0': IQ( 5) I ~ 0' ~\p(k)(5)12, >I }ERn 

k 

2) 3 n C Rn e 0 I IIQ(D)j' II ~ 0 /IP(D)'f II, >i- 1f~~(n) 

3) )j n 1im1tato.3 o I IIQ(D)'111 ~ 0 IIP (D)111 ,'f"j e~(rr)." 

Dimostraz1one 

Che 1) ==> 3) e stato v1sto nella Prop.5.1. E' ovv10 

d'altra parte che 3) ~ 2). 

Resta da ver1f1care che 2) ~ 1). 

81a n l'aperto per cui vale 2) e s1a 1 f tiJ(n) f1s

sata e j' I 0 • 

81 ha ahe 

App11cando l'1dent1ta d1 Le1bniz s1 ha g 

r 21?t" < j , x ) J 211t' < '} , x > '\ 1 ( k) k 
Q(D) e '\V (x) = e L- Q (s )D'f(x) 

- J k k' 
Quind1 I 

Dalla (5.7) e da una analoga per P(D), e da11a 2) segue: 

~ 1 (k) (1) k 1 
(508) L - Q (~) Q (~)(D l' JD t) ~ 

k,l kIll ) 

2 ) 1 (k) (1) k 1 
.l. 0 -P (j) P (~ )(D riD r) . 

k,l kill ) 


