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GIANFRANCO BOTTARO

Quelques résultats d' analyse spectrale pour des opérateurs

N

différentiels 4 coefficients constants sur des domaines non barnés

1. Nous connaissons le résultat suivant
Théor. Si A est un opérateur autoadjoint de domainecontenu dans un
espace de Hilbert H , il admet une diagonalisation canonique,
c'est 3 dire qu'il existe un opérateur unitaire
U:H —-—)f H(A)dp
c(A)

oli J‘ H(l)dtt est une intégrale directe d' espaces de
a(a)

Hilbert séparables, {- est une mesure de Radon sur & (A)
(spectre de A ), la dimension des H(A) est supposée fonction

mesurable Borel, U a la propriété suivante

U f(A) u(A)=£(1) Uu(A)

-,

Y

ot f est une fonction de Baire sur G (A) ; pour tous les ueH

tels que 2
j lf('l) Uu(A)| dp< 2o
&(a)
c'est 3 dire que Uf(A)U* est l'opération de multiplication par f

sur H(A)d tl .
o(a)
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Garding [b] a exposé une idée pour construire cette diagonalisation dans

s

le cas d 'opérateurs différentiels elliptiques & coefficients constants

2, n . P d 3 . a
sur L (R), c'est & dire A=p (ml,.-.,i—ax—n ;o0 ,p ‘est un polynd.

me réel défini ‘positifNous savons que la transformée de Fourier

A 2@ | D — P *—‘n)
(2m)

est une application unitaire qui diagonalise A d'une fagon non

canonique. En effet, si nous prenons A ,

: 2
dom A = {ueLz(R“):j [pC 2 u( 1)] 4k <ao}
Rn

on a

ANCA 3 = pl XY 0 &

La méthode que Garding a proposé pour construire la diagonalisation
n

canonique est celle-ci : si p(A) = = a,. A, A, a,.~ a
P R
»

p défini positif, on considére R(p) = R+ s St la variété d'équation

p{1l) =t , et on pose

Ht=L2(St,u)t), oi dt dw = -'(‘1-"‘\‘—“ %
(2m)

Si hj(t’ +) est une base orthonormée pour H.t on définit

|
(2m)"

v AR, ) —> j H, dt

R(p)
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() (t) = Z(j v(A)h (£,X)dw ) h (£, A)
j S J t ]

t
: 2 i
pour tous les veélL (Rn, —n) .
(2m)
V est sfirement unitaire et alors
2. n .
W=Vea : L°(®R, 1| 1) — j H dt
R(p)

est aussi unitaire et on a

(W Au)(t) = Z ( j p(A)G())ﬁj(t,l)dwt)hj{t,,l) = t(va)t = t(Wu)(t) .
] s .

J t

Si nous connaissons une diagonalisation canonique, il est facile de
construire une collection compléte de fonctions propres géneralisées

pour A, c'est & dire des distributions L}’j telles que

< Au, ij(t,.)>=t < u, ch(t, o) >

pour chaque u €& z (Rn). En effet il suffit d' exprimer (Wu)j(t) de
la fagon suivante
= < .
(wu)j(t) u, (Pj(ts ) >
pour chaque u & D (Rn); et cela est possible, parce que A est
elliptique et par conséquent St est compact. En appliquant le

théoréme de Fubini on a alors

n

(Wu)j(t)= _£ JRE:(X’)‘) u(x)hj(t,l)dx d-.)t: fu(x) Aj“j(t,x)dx
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ol CFJ_ ¢ la fonction suivante

_ i(x, A)
¢ (e, = js e
t

h(t, Addw .
j t

2. Ceci dit, voyons comment une telle idée est réalisée pour

» . 2, n_ g
1'opérateur dassique - A sur L°(®Y) [2] et comment on peut laisser
tomber 1'hypothése que l'opérateur 3 coefficients constants soit éfini
sur tout l'espace.
Il est clair que pour un opérateur A , ayant un domaine dense dans
2 ;
L (N)(ott 1 est un ouvert de. R" ), il suffit de construire un
opérateur unitaire

2 1

2, n
U: L(KL) — L (R, T )

tel que
(U Au}( ) = p(A)(Uu)(2)

pour chaque u g dom A parce qu ' apres cela,nous pouvons encore
appliquer 1'idée que nous avons décrite: c'est 4 dire que nous avons besoin
d'une diagonalisation non canonique, qui prenne la place de la
transformée de Fourier.
Etudions donc le cas de 1'opérateur de Laplace: on peut considerer
i 2 3 5
comme base orthonormée pour L de la sphére unité une collection d!?

harmoniques sphériques (k est le degré du polyndme harmonique

Yij
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correspondant et j=lese.....N(k,n) = i k-3 k;2 n-H;JJ est le
nHc=

nombre d ' harmoniques spheriques de degré k lineairement indépendantes

en dimension n . On peut prendre comme base orthonormée pour

2
L (St’ udt) les fonctions

~

1_
2 (X); avacﬁ:

hkj(t,)\) =202T)" t

ISNES

A
1Al

.

ij

51 alors nous faisons le calcul que nous avons décrit peur.construire
une colleetion compléte de fonctions propres généralisées pour (-4 )

nous avons
k 1-n/2

i ~
quj(t.x) =(W) 1| I (n/2) k-1 UxiVE) ykj(x) 3

cette formule est obtenue en représentant la fonetion exponentielle au moyen

les harmoniques spheriques et les fonctions de Bessel de premidre espéce.

2n

On peut aussi verifier que Cij € Lp(Rn) si p > =

X

y en

connaissant 1'expression asymptotique J,(r) =0 (r “); en outre

k
(fkjec * (Rn), parce que |x| ykj(x) est un polynSme harmonique et

Elack 48 = RGO D

est une fonction analytique en (tlx?).
A partir de 1'opérateur qui diagonalise canoniquement on peut obtenir

d'une fagon naturelle 1'expression
f(x) = 1i ( b £ () (t,x)dt h feLz(Rn)-
x) = lim j Kj t Lij ,x)dt, pour chaque H

~ kj
s—yew o kj
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ot fkj(t) =s _1::1 j £(x) quJ.(t,X)dx;
5(0,s)

s

P f=
‘(s) g £ fkj(t) kaj(t,x)dt

est une résolution de 1l'identité pour -A e
Nous avons ainsi demontré le
2
Theor. L'opérateur (- & ) avec domain H (Rn) admet une

diagonalisation canonique

W LZ(R", i l)-»f Lz(st,wt)dt

5.

definie par (H’f)kj(t) = 1lim f f(x) cij(l:,x)dx

B )

k
2 e (=W D)y, (0

@y lesm) = (nf2)+k-1 Wys

sont des fonctions propres géneralisées pour (-8) qui sont

2 2
fonctions G % (Rn) N P (Rn) (p > 'nz) et pour

n =

2
chaque f €L (Rn, 1 ) nous avons la synthése suivante
s

f£(x) =s imw f " (Wf)kj(t) Cij(t,x)dt, .
0 k|
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3. Le probléme que nous étudions maintenant est celui de construire
1'opérateur qui diagonalise - /\ dans le cas ol le domain de
1'opérateur n'est pas constitué de fonctions définies sur tout

n ] .
l'espace R , mais seulement sur une partie [2 + Nous étudierons

dans un premier temps quelques cas particuliers :
a) Pour le laplacien ayant comme domain
fEHz(O-)' —‘)"—f( 0)=0 ‘Q—{( )éRn' >0
{ : ax xl, ......,xn_l, ou o xl,n.xn .Xn }
n

la transformée de Fourier est bien remplacée par 1l'opérateur unitaire

suivante 2 2 n
U:L(Q)y—L(R)
ol TR
eN(X) = jf(x) F(x, ) )dx
n
n-1

- -1 { b4 ﬁ.

si fEC:ﬂ(-ﬂ-)oﬁ F(x,X) =e =t Jcosxnﬁ .

b) D'une fagon analogue, si le laplacien a comme ensemble de
définition
2 : o}
Jeen™(): E(xyereax  ,0) = Elxperrex fy=o0
Lon m T
ot S =i(x geeeeX JER :0< x < 42} on poseM=z—, méEN
1 n n ¢

remplagons l'opérateur de Fourier par

U s LA — L2 % my
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ol
. 7.8 m

WAy, v, A, BT < Lf(x) PO Y e A ) a
st £f6C7 (Q) et

° 5

Z x, }j
n 2 121
P, e d LBy a Y2 o7 o .

c) Enfin nous signalons l'exemple suivant : le laplacien ayant comme

domaine 2 &
{feu () + f=0 sur s 2={xeR :lxl=a}}oa
a

o= 2 \i(xl,.--xn)an t %)< a } .
Nous définissons

2
¥ 5 L) —> 1Y)
en posant pour f & C:’ (2)

(UE(A ) = Jf(x) F(x, % )dx
n

A
ei(x,

ot F(x,\) = )+v(x,)~,‘f); vix, 1, €) =

n 7 =
p vy, (®y, (1)
Sk Tky
. (z'Jr)2 o x J (al)x

kj G IS TRy

2

H (atf)m (Ixf ) (ob xe R, Aer", L&)
1
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espéce. Il est interessant de noter les conditions qui sont verifides
par w(x, x, !) parce qu'elles seront caracteristiques du probléme

général. Elles sont:

Gk 3 vitx, 5, 03 =B e, 5, 1)

v(x, X, A1) =-ei(x’l) si xe S
2
ek, By | _
v(;(hd A ) - i])lv(x, 1\’ |'_\1 ) = o(lxl (1 n)/2)

La derniére est connue comme "condition de Sommerfeld', ol de
radiation. Ces relations peuvent &tre prouvées par l'utilisation
de techniques élémentaires de fonctions holomorphes et de 1'°'

expression asymptotique suivante des fonctions de Bessel de troisiéme

éspece
Ho= ()

I1 serait intéressant de donner une idée du

ei(z-% Wil -1,4")(1 + 0(’_:.7 ) .

Théor. U est une diagonalisation pour (- A ) sur le domaine domné.
Si 1l'on suppose pour un moment que U est unitaire on a pour chaque

f‘éco’(ﬁ), f=0 sur 8 5t
o
a

(U(-4)D(X) = 4 £(x) Flx, 2 Ydx = [f(X)(-A )F(x, A )dx =
Ky o

=j)2 jf(x)xv(x,hdx = W W) (carFx, 1) = 0 sur 5 ).
3N a
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Pour démontrer que U est une isométrie(la démonstration est prise en par
- o =
tie dans l6])on note que si g & Co n)

i(x, 2 )

(-4 - {2)(21T)n/2 j g(A) S +vix, 2, £)

2 2
R A" - 2

dA = g(x)

2
alors (si { = p+ic€, € > 0)

i(x,A) +V(x’-}’ -2 )
/2 e
R _.g(x) = (2M)" 8() al
2 jn |22 - 02

R

On déduit que si f € c:(ﬁ)

—_ 1
R ., f(x) gx)dx=[ —————— @ (A, £)gQ)apod
L F x gix J;_ l;\’z _tz 4) g

R

¢(‘,E) ’—“Q'ﬂ)-nlsz(x) [ei(x’a)-!-v(x,a,f)]dx, donc

s CXEN S
(Rﬂ_!.f)(i\)=m—2_—z_3—

Nous utilisons alors l'identité de Parceval et la premiére identité de
la rvésolvantesi 0 < dc’,k<. F<ao et si E est une résolution de

1'identité on a

1 . 1 B _
Heeerz,_ Doz, ek n (R R 004

2 2
¢ 1 P alEFie) |Tak
B fll gp=1m £ —d ] t

S1 nous faisons le passage 34 la limite, par des techniques d '

8
= lim '[j
ENO Yy
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intégrales singuliéres en a :

1
= |((Eg+E YE,£)=((E_+E £,£)| =
ZI- [ p=-o o o d-o) y )] jdsn,z‘

Le résultat suit alers en faisant X—3 f et aprés o —> 0

2
]Uf(J.)I it =
B

et F —> co , La surj ectivité de l'opérateur est prouvée par des

techniques semblables et que nous exposeroms dans le cas géméral,

N

4e Etendons ce que nous avons dit pour le laplacien & 1'extérieur de
la sphére au cas d'un opérateur quelcenque autocadjoint elliptique &
coefficients constants pour ce qui regarde le probléme exterieur [3].

On peut démontrer le

Théors 51\l est un domaine extérieur de frontidre S une fois

différentiable compacteet M est 1'opérateur

() 2
M= Zaij W— ’ (aij =aj1) et si on appelle v 1la

solution du probléme suivant

= ¥ vl X, 8 =6 dans O3

vz, A, Vp(2)) = _ei(x.l ) si xe 8

%—;'v(x, A JF) - itl(x)v(x,A, \fF ) = o

alors un opérateur diagonalisant

. (1-n)/2)
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|
@mn®
est défini pour les fé¢ C:'(ﬁ) par

ve i, ) |y > L2@",

(UE)(A) = J.f(x)F(x,)) dx ou F(x, A) =ei(x’1)+v(x,a, v p(A))
n

On a ainsi l'extension naturelle de ce que nous avons dit pour le
laplacien & l'extérieur de la sphére; la condition de radiation peut
stécrire en utilisant la derivée conormale indiquée par m

et la fenctien lA(x) qui est le produit scalaire
( -I:—I »¥) ol y est le point de la varieté d'¢quation p(d) =p ,
ol la normaleextérieure a la méme direction et orientation que Xe
Vu que dans la démonstration du caractére isométrique du diagonalisant
du laplacien nous avons utilisé seulement les propriétés qui sont
satisfaites par v la démonstration peut &tre généralisé-e sans
aucune difficulté.

Nous donnons maintenant quelques idées pour la démonstration de
la surjectivité de U , c'est & dire du fait que pour chaque geLz(Rn)

* *
g{M)=UU g(A). si ltonpose r(A) =g(d)=-UU g(1) on peut

définir les deux fonctions

s (x) = f r(A) F(x,A) d ]
m 2
p(M)sm
et
sieti= | =Eed)
2 p(A) -¢

p(AM) s m
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qui verifient les équations
2 p
(M-Q)s(x,@)=s(x) dansD ; S5 (x,d) =0 si xe5S.
m m m
2 *
On a Sm(x,t) —> 0 en L° , parce que K Ur=0.
En utilisant encore des techniques d' intégrales singuliéres on

prouve que pour chaque 0<%<f; j r(4) F(x,A)dA= 0, donc
agp(A)=p

f r(2) F(x,2)dA=0 p.p. en ke
p(2) -
La fonction u(x,k) = —— éi(x';‘ ) (1) dA

n
(2m) p(2)=k2

verifie l'équation (M - kz)u =0 et la condition de radiation.
Pour le laplacien en dimension 3 il existe un théoréme bien connu de
Réllich [5] qui assure,maintenant,que u est nulle, et alors
la transformée de Fourier de r , et donc r, est nulle. Le
théoréme de Rellich a été généralisé par Vaimberg [7] , qui utilise
pour la démonstration une solution fondamentale particuliére de

l'opérateur.

Nous en avons donné f3] une nouvelle démonstration, un peu plus
élémentaire, qui nous a permis de prouver non seulement que l'équation

2
Mu - k u =0, quand u verifie la condition de Sommerfeld a seulement
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la solution zero en tout l'espace, mais aussi, plus . généralement

le

Théor., La solution du probléme exterieur (M = kz‘)u =0 dans {2
est unique, si elle satisfait la condition de radiation et
si ses valeurs ou les valeurs de sa dérivée conormal sont
données 4 la frontiére.

Dans un premier temps on peut démontrer

Théor, S1i1 u est une solution de l'dquation Mu =~ k2u =0 dans{L

alors 2
max lim J‘ lul de #0, si u#0;
R —>
3I(y,R)

ot I(y,R) est une famille convenable d'ellipsoides centrés en
Une telle relation est démontrée en utilisant la formule de Green par
des tec.hnilques semblables & celle que l'on utilise en général pour
démontrer le théoréme de Stokes et par l'utllisation de deux solutions

fondamentales de M - kz 8

o= (3)

Kt
Sary-r | =)

(k ﬁ)(n/Z)-l

? uj;

v, <) Nens2)-1 (v‘:&

J,y et N, étant des fonctions de Bessel de premiére et seconde
espéce, A le déterminant des aij' et ¢ la distance de y (point du

domain exterieur) & x dans une métrique particulidre liée i
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l'opérateur differentiel, Si S5 est la frontiére du domaine

prouve les deux égalités

- du_ % 2u_ Y
u(y)-—cija(:nc)(\.r2 el u Dlxl)da—+ j a(x)(VZBIx T )dG]
5 dI(y,R)
v 3 o j s )vl
0=cija(x)(v1 * -u T ) d + a(x)(vl alxi—u m )dﬁ} .
S aI(YnR)

D'aprés une formule qui donne le Wronskien des fonctions de Bessel,
on obtient les faits suivants:

ou max lim }u’z d% #0

R ~> 00 BI(y,R)
ou les seconds membres des formules que nous avons écritess sont nuls
pour tout y.
Dans ce dernier cas on doit prouver que u =0 , ce qui est- obtenu en
tenant compte de l'expression asymptotique des fonctions de Bessel,
ce la nous permet de montrer,lorsqueon a complexifié la variable

radiale qul est dans les expressions écrites, le caractidre holomorphe

u(y)
1-(n/2) + (klyj
y e

1yl

qui est absurde si u # O, L'analyse est rendue plus

au voisinage de 1'.oc des deux fonctions y ce

difficile, si la dimension de l'espace est pair, car dans ce cas les
fonctions de Bessel sont multivoques. Alors nous devons prouver que,

méme dans ce cas, llexpression de u est univoque. Le théoréme est
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enfin démontré si l'on prouve par un calcul faecile, le

2
Lemme K gi la fonction u , telle que (M - k )u =0 dansﬂ.‘ou sa
derivée conormale sont nulles sur la frontiére et si la

condition de radiation est verifiée on a

Comme on a dit plusieures foils la diagonalisation non canonique est

rendue canonique par 1'idée de Ggrding-

6e I1 ne semble pas inutile remarquer que, de cela, on peut déduire
gt e I e i

pour un operateuF A=p (13 x1 9 see 13xn)( ou p est un
polynbme réel elliptique) le théordme bien connu de Balslev [1] , qui
dit que @(A) = R(p).
On a vQl que 1'intégrale directe , image de la diagonalisation canonique,
a comme domain l'image du polynSme caractéristique.
Alors il n'est pas difficile de prouver le
Théor, geant donné un opérateur autoadjoint A , avec domainedense

dans un espace de Hilbert H, et

U: H—> f H()) d
A
étant la diagonalisation canonique (A fermé de@ ) de Von

Neumann, alors A = & (a).
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Cette remarque permet aussi de trouver & (A) dans tous les cas que

nous avons étudié.



- 20 -

G. Bottaro

BIBLIOGRAPHIE

E. Balsleve The essential spectrum of the elliptic differential
operators in Lp(Rn). = Transe. Amer. Math. Soc. =

116(1965).

G.F. Bottaro. Alcuni risultati di analisi spettrale per l'operato=-
re di Laplace su insiemi non limitati (in corso di

pubblicazione).

G.F. Bottaro. Alcuni risultati di analisi spettrale per operatori
differenziali a coefficienti costanti su insiemi non

limitati. (In corso di pubblicazione).

L. G;rding- Eigenfunction expansion. - Pge 303-=352 de Bers John
SchechterPartial differential equations"Interscience

New York (1964).

F«Rellich. Uber der asymptotichen Verhalten der honningen von
Au+Au=0. In - Unendlichen Gebalten Jahr

Deutsche Mathe. Verein. 53. (1943) pag. 57.

N.A. Shenk Eigenfunction expansion and scattering theory for the
wave equation in an exterior region. = Arch. Rat. Mech

Anal. 21 (1966) pg. 120-160.

B.R. Vainberg. Principles of radiation, limit absorption and limit
amplitude in the general theory of partial
differential equations. = Russian Math. Surveys, 21

ne3 (1966) pg.115-193.



CENTRO INTERNAZIONALE MATEMATICO ESTIVO
(C.I.M.E.)

EIGENFUNCTION EXPANSIONS

LLARS GARDING

Corso tenuto a Varenna dal 24 agosto al 2 settembre 1973



Preface,
The title of these lectures cover an awful lot of ground.
They ocould include everything in the convex hull of classieal,
Pourler series, spectral theory in Hilbert space eand the series
expansions of classical physics, group representations and
quantum mechenies, I have chosen to gilve a general introduction
and then treat the Schridinger operator and the summation theory
of elgenfunction expansions of selfadjoint elliptic operaters
in more detall.

Lars Garding



