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GIANFRANCO BOTTARO

Quelques resultats d ' analyse spectrale pour des op erateurs

differentiels a coefficients constants sur des domaines non bemps

1. Nous connaissons Ie resultat suivant

Theor. 5i A est un operateur autoadjoint de domain~contenu dans un

espace de Hilbert H, il admet une diagonalisation canonique,

c'est a dire qu'il existe un operateur unitaire

U H ~J H(A)dtt­

<r(A)

ou j H( ). )d I:'" est une integrale directe d I e space s de

6"(A)

Hilbert separables, t- est une mesure de Radon sur @' (A)

(spectre de A), la dimension des H( ~) est suppo see fonction

mesurable Borel, U a la propriete suivante

U f(A) u( A) f( A) U u( >. )

ou fest une fonction de Baire sur 6"' (A)

tels que

j If( ').) U u( >. )r d ~ <: :x>

a-(A)

pour tous les u f H

c'est a dire cpe Uf(A)U* est 1 'operation de multiplication par f

sur J H( x )d r .
(T(A)
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Garding [4] a expose une idee pour construire cette diagonalisation dans

Ie cas d 'operateurs differentiels elliptiques a coefficients constants

sur L
2(Rn),

c'est a dire A=:, P , (i fx ,. " ' i ~~X ) ,ou ,p 'est urr po l.ynd-
1 n

me ,r ee l d~fini 'po si t i ~Nou s savons que la t rans formee de Fourier

2 n I I 2 nA : L (R , ) ~ L (R ,

est une application unitaire qui diagonalise A d'une fa~on non

canonique. En effet, si nous prenons A,

dom A =

on a
A
Au( ).) = p( ) O( ) •

La methode que Garding a propose pour construire la diagonalisation
n

canonique est celle-ci si p(A) = 2.. a
i j

\ ).j'
i,j=l

p defini positif, on considere R(p) = R+

p( ). ) = t , et on pose

2
H = L (S ,w ), ou dt d I,.}

t t t t

S la variete d'equation
t

Si h.(t,.) est une base o rt.hono rmee pour H, on de f Lnf t;
J t

v '~ J
R(p)

H
t

dt
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ou

(Vv)(t)

pour tous les
2 n

v e L (R , ) .
Vest sQrement unitaire et alors

2 n
W = V' /\ : L (R ,

est aussi unitaire et on a

I) ~ J
R(p)

H dt
t

(W Au)(t) I
j

J p().)QO)h.(t,1)dW
t)h

.(t,A)
5 J J

t

t(vQ)t = t(Wu)(t) •

5i nous connaissons une diagonalisation canonique, il est facile de

construire une collection complete de fonctions propres generalisees

pour A, c'est a dire des distributions Cf j telles que

<Au, Lf .(t,.) >
J

pour chaque u t ~ (R
n

) .

la fa~on suivante

En effet 11 suffit d' exprimer (Wu) .(t) de
J

(Wu)/t) <u, f/t, .) >

pour chaque u ~ ~ (R
n

) ; et cela est possible, parce que A est

elliptique et par consequent

theoreme de Fubini on a alors

5
t

est compact. En appliquant le

(Wu) .(t)
J J Jo -ei(x,~) - J( -()u(x)h .(t,~)dx d..>:. u x) 'f j t, x dx

5 Rn J t Rn
t
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OU 'f. e la fonction suivante
J

J
s

t

2. Geci dit, voyons comment une telle idee est r~alisee pour

l'operateur dassique - J sur L
2(Rn)

[2] et comment on peut laisser

tomber l'hypothese que l'operateur a coefficients constants soit ilefini

sur tout l' e space.

11 est clair que pour un operateur A, ayant un domaine dense dans

L
2(fi)(oun

est un ouvert de R
n),

il suffit de construire un

operateur unitaire

2 2 n
U : L (0.) - L (R ,

tel que

I ,

(U Au)( A) p( A )(Uu)(A )

pour chaque u 6. dom A parce qu ' apres cela, nous pouvons encore

appliquer l'idee que nous avons decrite: c'est a dire que nous avons besom

d'une diagonalisation non canoniqu~, qui prenne la place de la

transformee de Fourier.

Etudions done le cas de l'operateur de Laplace: on peut considerer

comme base orthonormee pour L
2

de la sphere unite une collection d'

harmoniques spheriques Ykj (k est le degre du polynome harmonique



- 7 -

G. Bottaro

correspondant et j=l •••••••• N(k,n) n+2 k-2
n+k-2 (

n+k- 2 )k est le

nombre d I harmoniques spheriques de degre k lineairement ind~pendantes

en dimension n. On peut prendre comme base orthonormee pour

~

avec ).

2
L (S ,~ ) les fonctions

t t

Si alors nous faisons le calcul que nous avons decrit poor _construire

une collection complete de fonctions propres gen~ralisees pour (- 4 )

nous avons
ik l_n/2

crkj(t,x) =( (2 ) Ixl J(n/2)+k_l

cette formule est obtenue en representant la fonction exponentielle au moyen

les harmoniques spheriques et les fonctions de Bessel de premi~re espece.

en outre

, en
2n
- 2

On peut aussi verifier que Cf
k j

e LP(R
n

) si p >-n-=:'::""­

connaissant l'expression asymptotique Jv(r) = 0 (r-\);

Cf kj €. C <» (R
n

) , parce que Ix,k Y
k j

(x) est un po l ynfhne harmonique et

(j x l {t)l-k-(n/2)J (Ix/[t)
(n/2)+k-l

est une fonction analytique en (tlx~).

A partir de l'operateur qui diagonalise canoniquement on peut obtenir

, 2 n
L- f

k
(t) If k (t,x)dt, pour chaque f €. L (R );

kj j j
o

d'une fa~on naturelle l'expression
5

f(x) = lim J
5-)00



- 8 -

G. Bottaro

ou J f(x) <P k/t,x)dx;

5(0,s)

s
P(s)f = J 2. f (t ) cPkJo(t,X)dt
. 0 kj kj I

est UDe resolution de l'identite pour (-~ ).

Nous avons ainsi demontre 1e

Theor- L'operateur (_ Ll ) avec domain It 2 (R
n)

admet une

diagona1isation canonique

definie par

ou

(WOk (t ) = lim J f(x) CfkJo(t,x)dx
j s-gO

5(0,s)

sont des fonetions propres generalise.! pour (-I!:.) qui sont

chaque
2 n

f e L (R , I I) nous avons 1a synche se suivante

s

f(x) = lim J
s~""O
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3. Le probleme que nous etudions maintenant est celui de construire

l'operateur qui diagonalise -1:1 dans le cas ou le domain de

l'operateur n'est pas constitul de fonctions definies sur tout

l'espace Rn
, mais seulement sur une partie [2]. Nous etudierons

dans un premier temps quelques cas particuliers :

a) Pour le laplacien ayant comme domain

~ f (x , •••••• ,x l' O)=O}ou Q =J(x •••• x )€ Rn:x > 01
ox 1 n- (1 n n J

n

la transformee de Fourier est bien remplacee par l'operateur unitaire

suivante

oU
(Uf)( ).) = 1f(x) F(x. ~ )dx

11.

si f f C oP (.1L) ou
o

F(x. ~ ) = e

n-l
-i Z" x A

j=l j j
cos x ~

n n

b) D'une fa~on analogue. si le laplacien a comme ensemble de

definition

r-empLacons L' ope ra t eu r de Fourier par

2 2 n-lU : L (Q) _ L (R )( M)
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0\1

si t e c" (0.) et
o

1\ mTT .12
F(x'~i'··· .... n-1' T) = V; e

n-1

-i Lx.:X j
j=l J mlT

sin -£- x
n

c) Enfin nous signa Ions l'exemple suivant : Ie laplacien ayant comme

domaine 2 ]! fEH (U) : f = 0 sur S 2 = [XER
n

: lx/=a f 0\1
a

.Q = R
n

,L(x
1

, .. ·x
n

) f Rn : Ixl~ a 1.
Nous definissons

en posant pour f Eo cO> (Do)
o

(Uf)( A) = Jf(x) F(x, ;l )dx
!l

i(x,~ ) ~ 0
0\1 F(x, A)= e + v(x, A, 1: ); v(x, 1, C) =

( a e)H (Ixl e)

!4k-1
2

(0\1

J y et H 11 etant des fonctions de Bessel de premiere et t rof s i eme
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espece. II est interessant de noter les conditions qui sont verifiees

par V(x, A, e) parce qu'elles seront caracteristiques du probleme

general. Elles sont:

r, A ) v(x, ~, ~ ) = e2 v(x, ~ , p)

si xeS

av(x, )., l}./ )
) Ixl

2

- i\~lv(x, A, 1'>./ ) = o<JxJ (l-n)/2)

La derniere est connue comme "condition de Sommerfeld", ou de

radiation. Ces relations peuvent @tre prouvees par l'utilisation

de techniques elementaires de fonctions holomorphes et de l'

expression asymptotique suivante des fonctions de Bessel de troisieme

espece

C
2 )\ i{z-\lI7T -1/4Tf)(1 + 0(_1_) •H (z) = "- e

" TT z I zl

II serait interessant de donner une idee du

Theor. U est une diagonalisation pour (- /1) sur Le domaine, donne.

Si l'on suppose pour un moment que U est unitaire on a pour chaque

f '6 c'OO (!l),
o

f = 0 sur S 2 :
a

(U(-ll )f)( >.) =J(_ll) f(x) F(x,:\ )dx = [f(x)(-l1 )F(x, A)dx =
.n. n,

2 J - 2= lAI f(x)F(x,A ) dx = \~ (Uf)( A ) (c-ar F(x, A) = 0 sur S 2)'
~ a
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Pour demontrer que U est une isometr1e(la demonstration est prise en pa!

t1e ians [6])on note que s1 "" -gEe (.11)
o

alors (s1 ~ 2 = r + 1 (t E.. > 0)

n/2
R :ig(x) = (21l")

t

On dedu1t que s1 f E: C""'(n)
o

1R i2 f(x) g(x)dx -. r
n, t )n

R

1

¢( ~, e) =C271 )-n/2j f(x) [ei(x,A) + v(x,~, e»)dx,

c$(~.e)

IAJ
2

- P

donc

Nous ut11isons alors 1'1dentite de Parceval et la premiere identite de

la Tesolvante s1 0 <: ot < f' < ~ -e 00 et si E est une resolution de

l'1dentite on a

51 nous faisons Ie passage a la lim1te, par des techniques d '
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int~grales &~gulieres on a

1 - j 2
-2l«EIl.+E Il )f,f)-«Eo{+E

J
)f,O] = IUf(\)1 d ~ •

f" ,..-0 "'-0 c<~I~IZ~~

Le resultat suit · a ler s en faisant 0<~ P et apre5 tJI. ~ 0

et ~ --':> 00 • La surjectlvite de l'operateur e st; prouvee par des

techniques semblabtes et que nous exposerons dans le cas general.

4. ~tendons ce que nous avons dit pour le laplacien a l'ext~rieur de

1a sphere au cas d'un operateur quelcGnque autoadjoint elliptique a

coefficients constants pour ce qui regarde le probleme exterieur [3] •

On peut demontrer le

Theor. Sin est un domaine exterieur de front1ere 5 une fois

differentiable,compac~et M est l'operateur

M=-L.aij

solution du

lJ 2
, (a

i j
= a

j i)
et si on appelle v la

~XjOXj

probleme suivant

(M _ ~2) v(x, ')" , l ) = 0 dans n.

'\.~ i(x,'A )
v(x, A, V p( A )) = -e si x (:- 5

a10rs un operateur diagonalisant
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1 I

(2 11 ) n

est defini pour les f (: cf"(ii,) par
o

'\ 1 ~ 'I i(x,A) ., r----:--(Uf) ( ,,) = f(x)F(x, A) dx OU F(x, ,,) =e +v(x,;\, v P(~ »
:n.

On a ainsi l'extension naturelle de ce que nous avons dit pour le

laplacian a l'exterieur de la sphere; la condition de radiati~n peut

s' ~crire en utilisant la derivee conormale indiquee par
d

J Ix)

et la ' fenction r(x) qui est le produit scalaire

x .
(j";j" ,y) ou y est le point de la variete d'e'quation p(-1) =r-

ou la normaL.exterieure a la mteme direction et orientation que x.

Vu que dans la demonstration du caractere isom~trique du diagonalisant

du laplacien nous avons utilise seulement les proprietes qui sont

satisfaites par v la demonstration peut etre generalisee sans '

aucune difficulte.

Nous donnons maintenant quelques idees pour la demonstration de

la surjectivite de
2 n

U , c' est a dire du fait que pour chaque g c= L (R )

* *g().)=UU g().). Sil'onpose r(~) =g(-\)-UU g(:I) onpeut

v
definir Les deux fonctions

J 2 r(A) F(x, >.) d ~
pn) s m

J
et

S (x, e)
m

2
pP) ~ m

r(J) F(x,.l) d A

p(A)_ e 2
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qui verifient les equations

dansn; S (x,f) = 0 si
m

(M- t 2
) S (x,~) = s (x)

m m

On a S (x, t) -7' 0 en L
2

m
, parce que *s ---+ U r = O.

m

En utilisant encore des techniques d' integrales singulieres on

prouve que pour chaque O<.·c«p: J r(A)F(x,':\)dA=0, donc

o(~p(~)~~

J rO)F(x,:\)d'A=O p.p.enk.

pO) =k
2

La fonction u(x,k)
1 J ei(x,A)rn)d)

2
pO) = k.

verifie l'equation
2

(M - k )u = 0 et la condition de radiation.

Pour le laplacien en dimension 3 il existe un theoreme bien connu de

Rellich (5] qui assurej_aintenant,que u est nulle, et alors

la transformee de Fourier de r, et donc r, est nulle. Le

theoreme de Rellich a ete generalise par Vainberg [7J , qui utilise

pour la demonstration une solution fondamentale particuliere de

1 'operateur.

5. Nous en avons donne [3J une nouvelle demonstration, un peu plus

elementaire, qui nous a permis de prouver non seulement que l'equation

2
Mu - k u = 0, quand u verifie la condition de Sommerfeld,a seulement
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la solution zero en tout l'espace, mais aussd , plus . generalement

Ie

Theor. La solution du pzob Ieme exterieur (M - k
2)u

= 0 dans Q

est unique, si elle satisfait la condition de radiation et

si ses valeurs ou les valeurs de sa derivee conormak sont

donnees a la frontiere.

Dans un premier temps on peut demontrer

Theor. Si u
2

est une solution de l "quation Mu - k u = 0 dansll

alors
max lim
R-7>,o

2J lui dQ" 1= O.

~I(y,R)

si u 1= 0;

ou I(y,R) est une famBl.e convenable dlell~soidescentresen

Une telle relation est demontree en utilisant la formule de Green par

des techniques semblables a celIe que l'onutilise en general pour

demontrer Ie theoreme de Stokes et par l'utllisation de deux solutions

fondamentales de M _ k2

J y et Ny etant des fonctions de Bessel de premiere et seconde

e sp ece , A Ie determinant des
ai j• et f la distance de y (point du

domain exterieur) a x dans une metrique particuliere liee a
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l'operateur differentiel. Si S est 1a frontiere du domaine

prouve les deux egalites

D'apres une formule qui donne le Wronskien des fonctions de Bessel,

on obtient les faits suivants:

ou max lim
R->PO

~ luj2 d ~ f 0

.) I(y,R)

ou les seconds membres des formules que nous avons ecrite~9 sont nuls

pour tout Y»

Dans ee dernier cas on doit prouver que u = 0 , ce qui est obtenu en

tenant oompte. de l'expression asymptotique des fonctions de Bessel,

ce la nous p ermat; de montrer,lorsqueon a complexifie la variable

radiale qui est dans les expressions ecrites, le caractere holomorphe

u(y)

I
. 1- ( n/ 2) + (klyj) , ce

YI e-

au voisinage de 1'.:0 des deux fonctions

qui est absurde s i ufO. L'analyse est rendue plus

difficile, si la dimension de l'espace est pair, car dans ce cas les

fonctions de Bessel sont multivoques. Alors nous devons prouver que,

meme dans ce cas,l'expression de u est univoque. Le theoreme est
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enfin demontre si lIon prouve par un calcul facile, Ie

L~~. Si la fonction
2

u , telle que (M - k )u = 0 dans'o',ou sa

derivee conormale sont nulles sur la frontiere et s~ la

condition de radiation est verifiee on a

l~ J \u1 2
d 6" = 0 •

R -'!>"'"
~ I(y,R)

Comme on a dit plusieures fois la diagonalisation non canonique est

rendue canonique par l'idee de G~rding.

6. II ne semble pas inutile remarquer que, de cela, on peut d~duire

pour un operateur A = P (~, ••• ~)( 0\1 p est un

polynSme reel elliptique) Ie theoreme bien connu de Balslev [1J ' qui

dit que 6"(A) = R(p).

On a va que l' int~gra]e ddzecte , image de la diagonalisation canont.que,

a comme domain l'image du polyn8me caracteristique.

Alors il n'est pas difficile de prouver Ie

Theo;,. Itant donne un operateur autoadjoint A, avec domairwdense

dans un espace de Hilbert H, et

U : H'~1 HO) d ~
:1\

etant la dfagonaH s at.fon canonique (A ferme de cr ) de Von

Neumann, alors A = 6"(A).
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Cette remarque permet aussi de trouver I, ( A) dans tous les cas que

nous avons et udie .
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Preface.

The titl~ of these lectures cover an awful lot of ground.

They oould include everything in the convex hull of clas sic~

Pourier series, spectral theory in Hilbert s pace and the ser ies

expansions of classical physics, group repr es entations and

quantum meohanios. I have chosen to give a general introduction

and then treat the Schrodinger operator and the summation theory

ot eigenfunction expansions of selfadjoint elliptic opcratGrs

in more detail.

Lars G~rding


