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STABILITE ASYMPTOTIQUE POUR DES PROBLEMES

DE PERTURBATIONS SINGULIERES.

(+ )
P. Habets

1. INTRODUCTION.

Considerons le probleme de la stabilite de l'origine pour une equa-

tion

x = f(t.x.y.e:)

e:y g(t.x.y.e:)
(1 .1 )

ou e: > 0 est un petit parametre. Pour ce type d'equation il est usuel de

considerer le systeme reduit obtenu en posant f'orrneLlamerrt e: = 0 dans (1.1).

x = f(t.x.y.O)

o g(t.x.y.O)

et l'equation des couches limites

.c:!l-ds - g(t.x.y.O).

ou t et .x sont des parametres.

(1.2)

(1.3 )

L'idae fondamentale de ce travail consiste a etablir la stabilite

asymptotique uniforme de l'origine pour (1.1) a partir de proprietes simi

laires relatives aux equations (1.2) et (1.3). Cette methode a ete exploi

tee pour les systemes lineaires par B.S. Razumikhin [10]. A.I. Klimushev

[6]. puis par R.R. Wilde et P.V. Kokotovic [11]. Pour des systemes plus

generaux. ces resultats ont ete completes par A.I. Klimushev et N.N.

Krasovskii [7]. en utilisant l 'approximation l i neair e . et par F.C.

Hoppensteadt [5]. en utilisant directement l es proprietes des solutions

des equations (1 .2) et (1.3) .

(+) Charge de recherches du Fonds National de la Recherche Scientifique
(Belg ique) •
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Comme nous Ie verrons ci-dessous, ces resultats font usage d'hypo

theses assez fortes dont la necessite peut etre illustree par des contre

exemples. Ainsi si les fonations f et g dependent de E, Z'origine solution
de (1.1) peut etre instable bien que les solutions aorrespondantes de ~.2)

et (1.3) soient asymptotiquement stables. Sojt Ie systeme

; = - X(X 2-E2).
Ey = - Y

dont la solution nulle est instable bien que les solutions nulles du sys

teme reduit

at de l'equation des couches limites

~ = - Yds

soient asymptotiquement stables. Ce type de resultat n'est pas propre aux

perturbations singulieres mais plutot aux systemes dependant d'un parametre

et motive l' introduction d'une definition de stabilite totale ou plus pre

cisement de consistance [2]. Par ailleurs. il faut imposer des conditions

de stabilite asymptotique sur Ie systeme reduit (1.2) et l'equation des

couches limites (1.3). En effet l'origine solution de (1.1) peut etre ins

table bien que l'origine du systeme reduit (1.2) soit stable et que la so
lution aorrespondante de (1.3) soit asymptotiquement stable.
Soit Ie systeme complet

.
Ey = Xl - Y

dont l'origine est instable bien que pour Ie pr6b~reduit

y = xl

l 'origine soit stable at qu'a l'equation des couches limites

~ = X - Yds I

corresponde la solution y = Xl qui est asymptotiquement stable. Finalemen~

l'origine peut etre instable pour (1.1) aZors qu'eZle est asymptotiquement
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stable pour (1.2) et que la solution correspondante de (1.3) est stable.

II suffit par exemple de considerer Ie systeme .

x - x 3 + (y~+y~)x

e:Yl Y2

e:Y2 - Yl

,2 . NOTATIONS. HYPOTHESES GENERALES.

Considerons Ie systeme complet

x = f(t.x.y)

e:y g(t.x.y)
(2.1 )

ou x E~n. y E ~m. t E ]O.oo[ et e: E ]O.E[. On y associe Ie systeme reduit

x = f(t.x.y)

o g(t.x.y)

'et l'equation des couches limites

~-ds - g (t.x.y)

ou s est la variable independante et ou t et x sont des parametres.

Dans la suite. nous supposerons qu'il existe une fonction

y h(t.x) telle que

g(t.x.h(t.x)) 0

et pour tout y * h(t.x)

g(t.x.y) * O.

Des lors Ie systeme reduit (2.2) peut s'ecrire

~ = f(t.x.h(t.x))

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Finalement nous ferons l'hypothese f(t.O,O) 0 et g(t,O,O) = 0 (ce qui

implique h(t,O) = 0). et nous supposerons les fonctions f,g et h assez

regulieres pour qu'il existe une solution unique aux problemes de coodi

tions initiales relatifs aux equations (2.1), (2.3) et (2.4).



a (lI,xll ) ~ VR(t.X) ~ b tllxll ) I

O(2.4)VR(t,x) <; - Kllxll 2
I
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Nous utiliserons dans ce qui suit des fonctions aux iliaires

V(t .x,y) dont nous calculerons les derivees Ie long des solutions des

e~uations (2.1). (2.4) ou (2.3). Par exemple

1D(2.l)V(t .x(tJ, yet)) = lim I[V(t+R., x(t+R.L y(t+R.)) - Vet. x t t l , yet))]
R.....O+

ou x(t). yet ) est une solution du systeme (2.1).

Introduisons encore les notations

BS ={x E IRn : IIxll < p}

Bp = {(x .y) E Rn+m : II (x,y)1I < p}

au II (x.y)1I = max (lIxll.llyll). Finalement, une fonction reeIle, de variable

reelle. a(r) sera dite de oZasse K si elle est continue, strictement crois·

sante et nulle a l'origine. On notera alors a E K. D'autre part une fonc

tion reelle. de variable reelle. orr) sera dite de o Zasse £ si elle est

continue, strictement decroissante et telle que orr) .... 0 si r .... 00. On no

tera 0 E I..

B. RESU lTATS PRINCIPAUX.

Nous introduirons tout d'abord un theoreme dont l'interet et la

difficulte resident plus dans l'agencement d'hypotheses raisonnables que

dans sa demonstration qui est fort s imple . De plus. ce theoreme est fonda 

mental en ce sens que la plus part des resultats que nous presenterons

,5 ' en deduiront.

THEOREME 1. Supposons qu'iZ existe des fonotions de oZasse c1

VR ]O.oo[ x BS IR. (t.x) VR(t ,x)

VCl ]O,oo[ x Bp IR. (t.x.y) VCl(t.X.y)

des fonotions a et b de oZasse K et des oonstantes positives K et l teZZes

~ue

(1)

(ii)
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(iiil

(iv)

(vl

(vi)

'./ ii )

(viii)

(ix)

I~~RI ~ Lllxll I

a(lIy-h(t.xlll l ~ VCL(t.x.yl ~ b(lIy-h(t.xlll l I

D(2.3lVCL(t.x.yl ~ - Klly-h(t.xlIl 2
I

I~~C! I~ Llly-h(t.xlll (lIy-h(t.xlll + II xII i.

I~~CLI ~ Llly-hlt.xlll I

IIf(t.x.yl - f(t.x.h(t.xlJlI ~ Llly-h(t.xlll

f(t.x.ylll ~ t.tllx] + lIy-hlt.xlll l

IIh(t.xlll ~ b(lIxll).

AloPs J poup E assez petitJ l'oPigine J solution de (2.1)J est uni

'f opmement asymptotiquement stable .

Remarquons qu'il n'y a pas de perte de generalite a utiliser les

memes fonctions a et b ou les memes constantes K et L dans des hypotheses

differentes. En effetsi par exemple il existe des fonctions a' E K et

a" E K telles que

la fonction

e l r l = minta' (r), a"(rlJ

satisfait aux hypotheses (i) et (iv).

Demonstpation. Considerons la fonction V = VR + VCL' On verifie que

+ D(2.3lVCL + aVCL + ,~ f(t.x.y)
E at ax

~ - Kllxll 2 + L211xll lIy-h(t.xlll

- ~IY-h(t>x)1I2 + (1+LlL lIy-h(t.x)1I (lIy-h(t.x)1I + IIxll)

~ - Kllxll 2 + (1+2LlL IIxll lIy-h(t.x)1I - (~ - (1+LlLl lIy-h(t.xlIl 2
E
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est definie negative pour E assez petit. Des lors les hypotheses du theo

reme de lyapounov sont satisfaites et , pour tout E assez petit, l'origine

est uniformement asymptotiquement stable. C.Q.F.D.

les hypotheses du theoreme 1 peuvent paraltre trop compliquees. Des

lors, pour mieux en comprendre la portee nous allons donner des theoremes

d'existence des fonctions VR et VCl'

lEMME 1. Supposons que
(i) les fonations f et h possedent des derivees partielles aontinues et
bornees dans D = ]O,~[ X Bp et que
(ii) la solution x = 0 de (2.4) soit exponentiellement stable.

Alors il existe une fonation VR(t,x) satisfaisant aux hypotheses
du tMoreme 1 .

la demonstration de ce lemme se deduit d'une condition necessaire

et suffisante de stabilite exponentielle [3 - p273, theoreme 56.1].

lEMME 2. Supposons que

(i) les fonations g et h possedent des derivees partielles aontinues et
bornees dans D et

I~~I, 1*1 ~ Ullxll + lIy-h(t,x)lI)

(ii) la solution y = h(t,x) de (2.3) est exponentiellement stable unifor
'mement en (t,X)~ a'est-a-dire

(3a,13 > O)(Vt,x) IIY(2.3)(s it,x,y) - h(t,x)1I ~aIlY-h(t,x)lIe-13s

ou y(2 .3) (Sit,X,y) est La solution de (2.3) tiel.le que y(2.3) (Oit,x,y) = y.

Alors il existe une fonation VCl(t,x,y) satisfaisant aux hypotheses
du tMoreme 1.

Demonstration. l ' exi s t ence de VCl(t,x,y) se deduit d'un calque de la de

monstration du lemme 1 . Considerons la fonction

VCl(t,x,y) = I
o

S
IIY(2.3) (Sit,x,y) - h(t,x)1I 2ds,
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oD S est une constant. que nous d~terminerons ci-dessous.-Sans perdre de

g~n~ral1t~, on peut supposer lIyll2 = ~ yi. Ensuite, du cer-ecter-e l1pschit

zien de g, on d~duit que

C3S ' > 0) : IIYC2.3)Cs:t,x,y) -hCt,x)1I ;;;'lIy-hCt,x)lIe-S's

et, si S est assez grand ,

O'autre part, on d~duit de la stab11it~ exponentielle

F1nalement, s1 S est assez grand,

1
s +S

Cd
d
s IIYC2.3) CUlt,x,y) - hCt,x)1I 2du)s=0

s .

IIYC2.3) CS;t,x,y) - hCt,x)1I 2 - lIy-hCt,x)1I 2

C3.2)

fixons maintenant S assez grand de sorte que l es 1negalites (3.1) et (3.2)

so ient sat1sfa1tes. On calcule ensuite

aVCL (S aYC2.3) _ ~)d---at = 2 J
o

(y C2.3) (Sl t,x ,y) - h (t,x), -a-t-- at s ,

Puisque z = a~i2.3) es t solution du probleme de Cauchy

s1 K est une constante g~n~r1que, on a l'estimation

Ila~i2.3)11 .,;;; K J: 11~leK(S-(J)d(J .,;;; KCllxll + lI y- hCt, x )1I leKs
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et

1 (l~~L I (S -Bs Ks0;;; J
O

a1ly-h(t,x)I/e K(I/xl/ + I/y-h(t,x)I/)e ds

0;;; KI/y-h(t,x)1/ I ll xll + I/y-h(t,x)I/).

'De m~me on calcule

(lVCL IS (lY(2.3) ~)
-- = 2 (Y(2.3)(s;t,x,y) - h(t,x), ~x - ax ds

ax 0 ox

Or z = aY(2~) est solution du probl~me de Cauchyax--
o

et, d~s lors, satisfait a la relation

On en deduit facilement comme ci-dessus

IaVCLI 0;;; Klly-h(t,x)I/ .
~

C.Q.F.O.

On peut perticulariser ces lemmes au cas ou l 'approximation lin8

aire des syst~mes correspondants est uniformement asymptotiquement stable.

Introduisons tout d'abord une extension assez trivialed'un resultat clas

sique de Liapounov [4 - Lemme 1.5 p295].

LEMME 3. Boit OCt) une matriae d'o~re m. aontinue. bornee ainsi que sa
derivee. SUpposons que Zes parties reeZZes des vaZeurs propres de OCt)

soient inferieures dune oonetante - u < O.

AZors iZ existe une matriae M(t) aontinue bornee ainsi que sa de
rivee. teZZe que

M(t) OCt) + OT(t) M(t) = - I m

ou I m est Za matriae unite d'ordre m. et iZ existe des aonstantes KI > 0

et K2 > o. independantes de t teZZes que
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La demonstration consiste a verifier que la fonction

(lO T
M(t) = J

a
eO(t) o eO(t)cr co

convient.

lEMME 4. Supposons la fonation g E c1 de la forme

g(t,x,y) = O(t)y + G(t,x,y),

ou ott) est une m2triae d'ordre m aatisfaisant aux hypotheses du lemme 3

et G(t,x,y) est tel que

ClG ClG ClGcre.o.ci = 0, at = 0(11 (x,y)II), Clx = 0(1), ay- = 0(1) .

ou les symboles d'ordre 0 et 0 sont uniformes en t.

ALore it existe une fonation VCl t t , x , y) aatisfaiaant au.'C hypotheses

du iheoreme 1.

Demonstration. II existe p > a tel que, dans un voisinage Bp de l'origine,

la fonction y = h(t,x) existe, est derivable et

Clh ClG . -1 ClGClx(t,x) = - (O(t) + ay-(t,X,h(t,x))) a;(t,x,h(t,xll 0(1 i.

Clh
Clt(t,x) - (O(t) + ~~(t,x,h(t,X)) )-1 (O(t)h(t,x) + ~~(t,x,h(t,X))) =O(lIxll).

Par ailleurs, soit M(t) la matrice definie par Ie lemme 3. OAs lors, la

demonstration s'achAve en montrant que, si pest assez petit, la fonction

VCl = (y-h(t,x))T M(tJ(y-h(t,x))

satisfait aux hypothAses du theoreme 1. C.Q.F.D.

l'ensemble des lemmes 1, 2 et 4 permet de reformuler plus simple
ment Ie theorAme 1.
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THEOREME 2. Supposons que :
(i) les fonotions f, g et h possedent des derivees partielles oontinues

et bornees dans 0 ]O,oo[ x Bp I

(ii) la solution x = 0 de (2.4) est exponentiellement stable;

(Hi) ou bien

I~~I, litl < L(lI xll + lIy- h(t,x)lI)

et la solution y h(t.x) de (2.3) est exponentie l lement stab le uniforme

ment en (t.x).

au bien g est de laforme

g(t.x.y) O(t)y + G(t,x.y)

au OCt) et G(t,x.y) satisfont aux hypotheses au l emme 4.

Alors, pour E assez petit, l 'ori gi ne solution de (2.1) es t unifor

mement asymptotiquement stable.

Pour un systeme lineaire
o

x A(t)x + B(t)y
o

Ey C(t)x + O(t)y

ce theoreme se simplifie encore.

(3.3)

COROLLAIRE 1. (A. I . Klimushev et N.N. Kr asovsk i i [7]). Supposons que:

(i) les fonotions matricielles A(o), B(o). C(o). 0(0) sont oontinues,

bornees, ainsi que leurs derivees ;

(H) Lee parties »eel.lee des valeurs propres de O(t) sont inNrieures a
une oonstante striotement negative ;
(iii) la solution x = 0 au probleme reduit

x = (A-BO-1C) Lt lx

est uniformement asymptotiquement stable.

Alors, pour E assez petit, la solution x O. y 0 de (3.3) est

uniformement asymptotiquement stab l e.
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4. APPLICATION. - VOL LONGITUDINAL OU PLANEUR

Les equations d'un planeur qui se meut dans un plan vertical fixe.

s'ecrivent
mV ~ CO(8-y)V2 - mg sin y

~ CL(8~y)V2 - mg cos y

q

(4.1 )

Sb 2P;r Cmo(8-ylV +
SbP;r Cmq(8-ylVq

ou les coefficients aerodynamiques CD' CL' Cmo et Cmq sont des fonctions

analytiques de l'angle d'attaque a = 8 - y . Dans ces equations. s est un

parametre proportionne l aux dimensions du planeur. En s = O. on obtiendra

donc un modele ponctuel du planeur.

Soit ao tel que Cmo(ao)

solution constante

O. Alors les equations (4~1) possedent 16

y = Yo arc tg(co(ao)) V2 = V2
QT'CiO) • 0

p = O. 8 = Yo + ao

2mg cos Yo
pS CL (ao)

(4.2l

qui correspond a un vol rectiligne et dont on etudiera les proprietes de

stabilite. Remarquons que Ie changement de variables

x = [
V- V0]. = [8 -Yo-aD]
y - Yo Y q

ramene .le systeme (4.1) a la forme (2.1). Nous n'effectuerons pas cette

transformation de fa90n a garder des variables usuelles. mais les theo

remes du § 3 seront appliques implicitement au systeme transforme .

Le systeme reduit correspond ant a (4.1) s'ecrit

mV S 2P2 Co(aolV - mg sin y

• S 2
mVy P2 CL (ao)V - mg cos y

(4.3)

et n'est autre que Ie modele etudie par F.W. Lanches t er [8]. O'autre part

l'equation des couches limites

d8
CiS q (4.4a)
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I~ =~ Cmo (8-y )V2
+ ~ Cmq(8-y) Vq

admet la solution cons tante

8 Y + ao ,q 0

qui definit l a fonction h( t ,x )

(4. 4b)

y h(t , x)

la s t abi li t e exponentielle de la solut ion V = Vo' Y = Yo de (4 . 3 )

se deduit de la meme propriete pour Ie systeme l inearise (cfr. [3 - p273 .

theo reme 56.2])

mxl - pSCo(aO)VOxl - mg cos Yo x2.
mVOx2 pSCl (aO)VOxl + mg s in Yo X2'

qui est exponentie l l ement stable si

s in Yo > 0 (4.5)

Cl(a o) cos Yo - CO(ao) sin Yo > 0

O'autre part on et udie faci l ement l 'equat i on de s couches l imites a
partir du lemme 4 . En part icu lier

O(t) = (ps~ c~o( ao) V6
2I

dont . les va l eur s propres son t nega t ives si

Cmq (ao) < 0 et C~o(ao) < 0 (4 . 6 )

Fina l ement , si les cond itions (4 .5) e t (4 . 6) scnt satisfaites, Ls

theoreme 2 est applicab le s t, pour € assez pet i t, l a solution (4.2) es t

uniform ement as ymptotiquement stable.

5 . UN RESUlTAT COMPlEMENTAIRE.

l'idee f onda mentale du theoreme 1 cons i s t e a util iser une bonne

"combinaison" des f onct ions auxiliaires naturel l es VR et VCl qui permette



tel.lee que
(1)

(11)

(iii)

(iv)

(v)

(vi)

(vii)

(viii)

(ix)
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l'utilisation du theoreme de stabilite asymptotique uniforme de Liapounov.

Dans cette section nous introduirons d'autres resultats en modifiant la

"combinaison" de ces fonctions auxiliaires. On pourrait aussi songer a
baser la demonstration sur d'autres theoremes de stabilite.

THEDREME 3. Supposons qu'il existe une constante L > °et des fonctions
de elaeee c'

VR ]O,oo[ x BB + IR, (t,x) + VR(t,x)

VCL ]O,oo[ x Bp + IR, (t,x,y) + VCL(t,x,y)

e lllxll l ,;;;; VR(t,x) ,;;;; b Ill x] l , a E K, b E K

D(2.~)VR(t,X) ,;;;; - cIll xll l , c E K J

laVRI ,;;;; L .
ax '

a(lIy-h(t,x)lI) ,;;;; VCL(t,x.y) ,;;;; b(lIy-h(t,x)lI)

D(2.3)VCLCt,x,y) ,;;;; - c'(IIY-h(t,x)lIl. c ' E K

I~I. ' la~;LI ,;;;; L c ' (lIy-h(t,x)lI)

IIfCt,x,y) - f(t,x,h(t,x))11 ,;;;; b(lIy -h(t,x)lI)

IIf(t,x,y)1I ,;;;; L J

IIh(t,x)1I ,;;;; b Illxll )

Alo~s pou~ tout E assez petit, l'o~igine, solution de (2.1), est
unifonnement asymptotiquement stable.

Demonst~ation. Definissons une fonction derivable k

se K, telle que

(a.) k(r)';;;; a(b-1 (2~ c(b-1 (r)) ))

(8) k' (r-) • ~:(r) E K.

Considerons ensuite la fonction

[O,Lp] +ffi, de clas·

On verifie tout de suite qu'il existe des fonctions a et b de classe K

telles que

a(1I (x,y)lI) ,;;;; V(t,x,y) ,;;;; b(1I (x,y)II). (5.1 )
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+Par ai11eurs. on Ava1ue 1a dArivAe a droite DI2J)V en considArant 1es cas

suivants :

10 Si V = kIVR) ~ VCL ~ allly-hlt.x)II). e Ior-s par la)

2~ Clb-1 IVR)) ~bllly-hlt.x)lI)

et
aVR

= k'IVR) [DI2.4)VR + -Vlflt.x.y) - flt.x.hlt.x)))]

,;;;; - k'IVR)[clb-1 IVR)) - L b Ill y-hf t s x Ill l ]

,;;;;- k'lk-1 IV)) clb-1 Ik-1 IV)))!2.

20 Si kIVR) ,;;;; VCL = V

01 )VC ,;;;; D(2,3)VCL + aVCL + aVCL f Lt x y)2.1 L e: at ax .,

,;;;; - 11 - Ll1+L)) c'lb-1 IV)).e:

Ensuite on en dAduit aisAment qu 'i1 existe cE K tel que pour e: assez pe

tit

ce qui joint a 15.1) demontre 1a stabi1ite asymptotique uniforme de l'ori-

gine. C.Q.F.D.

Remarque 1. On peut demontrer dans 1es memes hypotheses 1a stabi1ite equi

asymptotique en uti1isant 1a fonction

V = VR + VCL'

11 faut cependant uti1iser un theoreme d'attractivite plus e1abore [1 

theoreme 11] et un 1emme de stabi1ite asymptotique partie11e en y [5].

2. Bien que 1 'hypothese VI soit satisfaite dans des exemp1es par

ticuliers. i1 semble qu'e11e restreigne fortement 1e champ des applica

tions possibles.

Le coro11aire suivant est re1atif au cas hlt.x) - O.

CDRDLLAIRE 2. (F.C. Hoppensteadt [5]) Supposons que

(i) f et g sont de alasse c1 ;

(ii) la solution x 0 de 12.4) est uniformement asymptotiquement stable;
(iii) la solution y 0 de (2.3) est uniformement asymptotiquement stable
dans le Bene suivant : x

IYI2.3)ls;to.xo.Yo)1 ';;;;KIlYpll ot s l , 5>0. 0 <>"';;;;1. pEL


