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COORS SUR L:GS VARL8T;;;S COI.1Pk:Xj)s 

par B. ECKLiANN 

§O 
INTRQDUCTION 

Cette introduction ne contient ni de definitions ni d'enon­

cas precis. Elle sert simplement a donner une idee prealable dee 

notions et problemes traites dans ce cours. 

0.1. La notions de "variete 8. structure analytique com­

plexe ll - variate complexe tout court - est une des generalisations 

naturellea de celIe de surface de Riemann (au sens abstrait). On 

sait que par cette derniere la theorie des fonctions analytiques 

d'une variable complexe est etroitement liee a des raisonnements 

et proprietes gaometriques. La theorie des fonctions de plusieurs 

variables complexes reserve aux varietes complexes un role analo­

gue; cela exige une etude approfondie des proprietes geometriques 

de la structure analytique complexe, etude qui n'a ete abordee que 

depuis quelques ans et qui a conduit a des concepts et resultats 

d'un inter~t geometrique considerable, aussi bien pour la geome­

trie differentielle et la topologie des varietes que pour la geo­

metrie algebrique complexG. Ce cours sert comme introduction a 

certains aspects de cette nature. 

0.2. Rappelons qu'une surface de Riemann est une surface 

(au sens habituel de la geometrie differentiells) douee d'une 

structure conforme; c.a.d. decrite localement par une variable com­

plexe z = x + iy telle que x, y soient des parametres reels 

locaux de la surface, .de tel1e fa~on que dans toutc intersection 

de deux de ccs voisinages complexes la relation entre les varia­

bles complexes soit donnee par une fonction analytiquG (a derivee 
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f 0). La ~1otion de fonction analytique f (z) sur la surface a alors 

un sens bien definie, ainsi que celle de differentielle analyti­

que f(z)dz etc. La structure conforme donnee sur la surface y 

definit une orientation determinee (sens de rotation qui emene 

l'axe reel de z sur llaxe imaginaire).On sait que toute surfa­

ce orientee peut ~tre douee dlune structure conforme (parametres 

isothermes!) qui en fait une surface de Riema~~, et que toute sur­

face do Riemann compacte est equivalente a une courbe algebrique 

dans un espace projectif complexe. 

0.3. De fagon analogue une ~r.iete complexe Van 

dimensions complexes est une variete au sens habituel, a 2n di­

mensions reelles, decrite localement par n variables complexes 
1 n z , ••• , z dont les parties rcelles et imaginaires peuvent ser-

vir de parametres reels locaux, de toIle fagon que dans l'in"Gorse-

ction de deux de ces systomes de coordonnees complexes 

zn et w1 , ••• wn la relation entre les z~ at les w' 
1 

z , ••• , 

soit 
'\. 1 n par des fonctions analytiques w (z , .•• , z ); le 

d(W~ ." I w .... ) est alors necessairemcmt t o. On peut 
d(1 4,. "/l''") 

Jacci-

bien 

alors parler sans ambiguite de fonctions analytiques sur V, de 

differentiolles analytiques, de transformations analytiques etc. 

On verra plus loin que la variete reclle sousjacante est toujours 

orientec par le structure comploxe d 'une fagon determinee. - ,.:al­

gre l' analogie des defini tio.ns, la situation est bion differente 

pour n > 1 do celle pour les surfaces de Riemann. ~n effet, il 

existont des varietes orionteos (at dos varietes orientables dans 

les deux orientations possibles) n'admottant pas de structure 

complexc; ot il existent des varietes complexes compactcs non 

alg~briques, c.~.d. qui ne sont pas ~quivalentos ~ des vari4t~s 

llefini (; s par un ideal de ]101yn6mcs dans un espace projoctif COffi­

pl()xc;. ~..;n examinant do pres lcs raisonn8ments qui pc;rmettent d I e­

tablir de tols r~sultats, on constate qu'ils so rapportent au fonds 
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a dOB classes c.u varietes "intermediairas" telles que varietes pre­

sque-comploxas at varietes Kaehleriennas; los prcmi~res etant intor­

mediairos ontro los varietes oricntablus at los varietes complexos, 

los socondes ontrc les varietes complexes ot les varietes algebri-

quos. Cos types dos varietes ai11si qUG d'autrGs, prescntent Ul1 grand 

interet en' c;ux-m6mos pour la geometric localo (;t globalo. 

La notion do structuro pr()squ~:-complox0 cst uno "approxi­

mation lineairo" a collo do structuro compluxc: on so borno 8. etu­

dlar I' offot do ceilo-ci sur los espa9Ys tangents aux divers points 

de la variete. De m~me, 1& structure :'~aehlerienne n' exprime qu 'une 

partie relativement faible des particularites des varietes algebri~ 

ques, provenant d'une metrig,ue Hermitionne speciale induite par 

l' ef;p8.ce pro jectif cOlilplexe ambiant. 

0.4. On est ainsi amene a etudier des varietes munies de 

diverses structyres locales liees 9. la structure analytique comple­

xc. Cette etude comporte tout naturellement deux partie6: a) une 

.partie locale, qui fait un usage abondant des methodes de la geome­

trie differentiolle (champs tensoriels, formes differentielles, con­

noxions etc.) b) une partie f!Jo bal~ due au fait que la structure lo­

cale on question est don ... '1.eo partout sur la variete; les consequences 

globales qu' on essaie d' en tirer s' exprililent en grando partie par 

des proprietes topologiques (homologiques) de la variete, ou encore 

par des propri6tes analytiques (telles qu'existence de differentiel­

les anBlytiques etc.). 

~n cons6quent, ce cours sera divise en deux chapitres, dont 

10 promier, de 2aractere local. est cons acre a 18 geometrie diffe­

ren-tielle des structures presque-complexes et complexes; on s'y bor­

'1.(; a un vOisinage de la variete qui 8st homeomorpho a un ensemble 

ouvert d'un espacG :6uclidic:n :'P, ct on pout, 2. la condition d'o-

bsorvor -Goujours l'invariancc par rap;Jort aux Changements du syste­

,iW d'.J coordoill.l ee:s, placer toutos les oonsiderations directemcnt dans 
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Au second chapitre o n jtud~e quelques proprietes 

&obales des variates munies d'une de. oes, .. iltructures, Bvec des 

applications aux problemas d'existence, aux varietes algebriques, 

homogenes etc., et on construit des exemples i11ustrant 1es pos­

si bili tes qui se presEmtent dans 1e cas de 1il > 1 dimensions et 

qui 1e distinguent du cus classiqu0 n: 1. 
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CHAPITRE I. 

STRUCTURE COIIPLEXE DANS 
2n E. . • 

1.1. E2n designera l'espace Euclidian a 2n 
1 decrit par un systeme de coordonnees reelles x, ••• , 

dinleneions, 
2,.. 

x ,eii D 

un voisinagede l'erigine O. Par "fonction differentiable" dans 

nous entennauo une fonction f(x), XED, a. valeurs reelles 

ou complexes, qui e~t d'une classe de differentiablilite 
·k C , 

k ~l , par rapport aux variables reelles 
1 2n 

x , ••• , x la valeur 

de k ne sera precisee que lorsque les circonstances l'exigent. 

Une fonction de classeC w Gst une fonction analytique au sons reel, 
1 2n c.a.d. donneo par des serie de puissances en x , ••• , x 

Un ~~teme de coordonnees complexes dans D consiste en 

1a donnee de 

= ztA (x1 
, •• • t 

n fonctions complexes differentiablcs z~ (x) 

in). IA;; 1 .. ~ •• n tolles que Ie Jacobien 

'"' ( 1 n -1 -n d z , ••• , z , z , •••• z 

'C(x', ... , ... , ... , ... , x2n) 
soit r. 0 • 

Po sons ztl = u'- + i v'" , u~ , v~ reels; alors un calcul elemcmtaire 

montra que /J. no diff0rt quo d'un factour constant r. 0 du Jaco-

bien n (1 1 n ::: 0 U , v ,e .. , U , 

'C) o(X1 f ••• , ••• , ••• , 

vn ) 
2n) 

X· 
• La condition, 

est done equivalento au fait quo los parties re6110s ot imaginaires 

des z"" pouv_cnt sorvir do coordonnecsadmissibles dans r;2n. 

Dc plus, la condition 11 r. 0 entratno quo les differonticl­

los totales 

dz fi fA-=-1, ••• ,n 
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fA= 1, ••• , n 

(convention de sommation habituelle, j 

resoudre par rapport aux dx j : 

1, ••• , 2n) peuvcnt se 

1.2. ~it t. une ·fonction(complexe) differentiable dans 

en vertu de (1' sa diffcrentieD.e 'ttJila1e oIOXpa-i.m.o :U .. neairoment 

par celles dos z pA ot des "if 
Proposition 1.1. 3i on ecrit df = Ay dzv + Bp dz~ , la con-

dition 

que f 

B v = 0 ( II = 1, •• , n) est necessairo et suffisante pour 
1 n soit une fonction holomorphe des z ,~ •• , z 

Demonstration. Dc df = Ay (dull + i dv ll ) +B,(duJl i dv v 

on tire A)J + B" = lL et i(AjI - By ) =l.L oull dlr Y 

d'ou Bv = i ( :~v + ~1..L) 'avO' 
, v= 1 , ••• , n! ct Bv = 0 

oxprime simplcment les equations de Cauchy-Riemann des parties 

reelle et imaginaire do f par rapport a U V 

Considerons alors deux syst emes 6r et ~'de coordonnees 

complexes dans . ,2n , donnes respectivement par dos fonctions 

z~ 9t w~ . • Los w~ pouvcnt s'oxprimor comme des fon-

ctions des zlA , at vico versa. Los deux systemos sont di ts ~-
9,u1valonts «(5" rver'), si los w~ sont des fonctions holomor~ 

phos dos 1 n dans D cotto rE::lation est symetrique et z , ... ,. z ; 

transi tivc. 

Propo 8i tion 1 tj 2. Pour que 8' at f) f soient equivalents, 11 faut 

at il suffit que dans dw"" A~ dz v + Bt dz'" , r= 1, ••• , n, 

les B~ soiont tous = O. 

3i deux systemcs de coordonn8os complexes 6" et 0' sont 

equivalents, toute fonction (differenticllc, application, ••• ) 
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ho10morphe par rapport a l'un l'est aussi par rapport '8, l'autre. 

Nous dirons que 6' et <r I definissent dans D c :;:;2n 1a m~me 
structure analytique comp1exe. {ou eomp1exe tout court). 

Orientation, Soi t of'J (1" , et po sons z t" = ut' + ivt" 1'1" = 

U',. ... i.v" (}'= 1, ••• , n; utA " vt" ,ut' ,~,.. reels); si on 
1 1 n n ,...1,....1 ... n ",n 

utilise u, v, •.. , u , v ) et u, v, ••• , u ,v comme coor-

donnees r€e11es dans 
d.onnees est 

"'("'4'" j '"'-' ............ ) cI !A.,V, ... ,4-' , V 

..... (i. 1 ~ "') o "-/Ir).oo,.(ol,v 

D, 1e Jacobien de 1a transformation de coor-

o 
-f' AjI 

a(w: .", w") 
~()~ "'f 2~) 

done toujours > o. 'Une structure comp1exe dans D y defini t donc 

une orientation deterlninee. 

1.3. Un systeme 0" de coordonnees complexes etant donne, 

soit J l'operation qui fait passer de dzr a i dz~ (~= 1, 

, •• , n ; i = Y=1 ); en vertu de (1), e11e peut s~exprimer dans 

les differentie11es dx j des coordonnees ree11es x sous 1a 

forme d'un passage de dx j a 

ut(Lrk") +V~(-~J~~)=L[V;d~"_{J~~lI"J:: ~~~'K~ r.d, ... ,h j l~ 
etant 1e champ tensoriel mixte reel defini par 

o j _ . [V i d.?.!: _ V J' ~} r J . 
~K - L ,. ~x'" fA ~')(IC 

Ainsi J peut ~tre envisage, en tout point x € D , comme tran-
. j k 

sformation 1ineaire dxJ~ hk dx de l'espace tangent ~ en 

x (~ est l'espaee vectoriel reel des vecteurscontrava~1an; 

ts ' au point x ; leurs composantes se comportent, dansune tran­

sformation des eoordonYlees reelles x j , cOlilllle les dx j ). De la 

definition il s'ensuit i~nediatement que J2 = -identite 
.. . k ('J 

(dz~ ~ - dz~ ,done dxJ __ > - dxJ ), c.a.d. h~ h1 = - 6~ • 
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La relation entre h~ et les fonctions 

so us une autre forme: dz ~ d ,I" d ')<. Ii. 
07 

zt" s'exprime encore 

est transforr.l9 

par J en qui doit ~tre 

dloD. 

(2) 

Ce champ J de transformations lineaires ne depend pas 

des coordonnees reelles x j dans ",2n, mais naturellement du 

systeme eomplexe 6" ; nous allons ;nontrer qu' il est le meme pour 

deux systemes (J' t (Q' equivalents, et vice-versa: 

Theoreme I. four que deux sys·cernes de coordonnees complexes soi ont 

equivalents, il faut et il suff-it qu'ils induisent le m~me champs 

t4 Demonstration: Soi t er le systeme de coordonnees complexes z 

3"' le systew') w'" t ct J, J' les champs inclui ts, J : dz f ~ 
--'> .idz" et J I : dw r :... idwt'. 

a) 8i 6' '" 0 I , on a dwt" = A~ dz" ; J transforme 

dWI" en A~ (idz):= i A~ dz = idwr c. a. d. J 

b) 8i J = J I, on a dans dv/ fA := ApA. dz" 
If 

d'ou. Bit 
J} 

i 

Bt' 
II 

0, 

dw'" = i ( A ~ 
(I"ClzV ) = 

donc d'apres 

dz" + Bt' 
II 

d'ZiJ 

i (A~ dz Jl - B~ 
Y 

la proposition 1 t 

= A~ (i dz) + 

dz" 

2, oN 6"' 

Une structure eomplexe donn6c par des systemes de coordon­

neee complexes er dans D C E2n est done entierement caracteri­

sec par son champs J. 

1.4. Un ehamp de transformations lineaires J de carre 

1 (un champ t .ensoriel mixte h j avec h j hk := -6 j) donn6 dans 
k k 1 1 

D c: E2n indapendamment de tout systeme de coordonnees comple-
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xes est dit une structure presque-complexe dans D. Noue la sup­

~sons toujours. ,differentiable, c, a. d, que les h~ (x) sont des 

f'onctions diff'erentiablos dans D. 

Nous dirons que IIJ appartien1 a d,es cOOrdOnl1EleS comple­

xes dans D", s'il existe dans D un systeme de coordonnees com­

plexes (!) tel que J soH 1 'operation dzl" ~ i dz"" dans er- • 
:8n d'autres termos: s'il existent n fonctions complexes z f'A (x) 

satisfaisant au systeme d'equations aux derivees partielles (2) 
et telles que ,,\(~t ... ~ ... ,,, 111;:;t "';:;"'-) o ..r'1 ~ J ".) ~ ,,r ) ~ I ,,,, -c -:j O. 

d (?t;1 J I')(t" "" ')<2'1"1-) 

Cela equivaut aussi a l'existence d'un systeme de coor-

donnees reellGg yj dans D pour lequel le tenseur h~ est, 

en tout pOillt x, donne par la rnatrice ayant (f -~) sur la 

diagonale principale et dos 0 ailleurs (ces yj sont les par­

ties reelles et imaginaires des z~ ). 

Une structure presque-comph,}:.:: J dans D sera di te in­

tegra~. si tout point de D poss€d9._t;m voisinage D' c::: D dans 

:tilquel J appartient a des coo:rc!Q.nI..l(t~,s complexes. Notons qU8 

dans cecas les deux systemes de coordonnees complexes et' ot 

~ It definis dans de tels voisinages D' et DB induisGnt 

dans D I r. D" la marne structure pr"sque-complexe et y sont 

par consequent equivalents (theoreme I). Appelons g~~~~~~~~=~~~­

g~~~~=~~~~~=~ ml recouvremcnt de D par des voisinages D~ mu­

nis d'un syst8rne de coordonneos complc:xes de telle faQon que dans 

toute intersection de deux de cos voisinages los system8s d8 coor­

donneos soient equivalents; l'integrabilite de J peut alors sc 

definir comme ceci: La structure presque-complexe J dans D 

est dite integrable, si elle est induite par une structure com­

plexe dans D. 

Une grande partie de ce chapitre est consacre a 
l'etude des conditions qu'une structure presque-cornplexe doit rem-
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plir pour etre integrable. Cos conditions se formulent dans le ca­

dre de la geometric differentielle rattachee au champ tensoriel 

h~ et sont d'un inter~t intrinseque; d'autre part elles expri­

mont beaucoup de proprietes importantes de la structure complexe 

en vue d'applications diverses (formes differentielles, constru­

ctions globales etc. ). 

1.5 Avant de passer a cotte discussion, rappelons quel-
. . k 

ques propriet6s lineaires do la transformation J : dxJ ---?h~dx 

do l'ospace tangent T en un point x, pour uno structure pre-
x 

sque-complexe arbi traire. Lo carre etant =. -identi te, les valeurs 

propres sont Z i , chacune n fois. Les espaces. 'propres de J 

ne sont pas reels; passons done a 1 'espace tangent T* comple-
x 

xifie (c.a.d. admettons, par rapport a une base reelle de T 
x ' 

cOIYne composantes des vecteurs non seulesent des valeurs reel1es, 

mais aussi des valeurs complexes) qui est a 2 n dimensions com­

plexes. Dans T*, soient ~, et ~p les deux espaces propres 
x 

de J correspondant res pecti vement B. + . i et - i ; ils sont co-

njugues-complexes et d'intorsGction o , et de dimension comple-

xe n • Les vecteurs 

les vecteurs <N" E: 

w'e .;::;' " ,. , 
sont caracterises par Jw = J.CA.l , 

par JUJu = - ic..u" ; tout vecteur VJE T4 
x 

se decompose de fa90n unique en 

t " <.AJ :: OJ +W t E'" -" WE ,WGt:. 

oU. " -, W :::: W j)our les vecteurs :reels W € T • 
*" x Nous dirons qu'une base de Test adaptee a J , si el­
x 

1e consiste d'une base de S' et de la base conjuguee de ~~"; 

. ~{ ~'i L 
eo~ent "} J. ", / J '7 I''') ~ les composantes du vecteur 

W 6 T; par rapport a une telle base (rtf de c..u'G:8' , 

'1'" dQ W" 6 f" I o-u. c..v = c...)'-t- w" ) . 
Pour les vccetnrs reels G T lee composantes reol1es dx j 

reliees aux y" ct '1 t' = <tj; 
sont 

par des equations 
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0) rr~u;d')<i 

(4) cA ")(.j =:; V) <jr + v/ ~t' • 

Notons que dans 1e cas integrable on peut choisir comme rfA les differentielles dzt' des fonctions z~ (x) ; (4) est 

alors identique a (t). 
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§rr 

TORSION D'UNE STRUCTURE PRESQUE-COLiPLEXE. 

2.1. Considerons une strucutre presque-complexe J dans 

D C E2n , donnee par 1e c,hamp h~. Soit D1 hr la deri vee. 

covariante de h~ prise par rapport a une connexion affine rg: 
symetrique arbitrairement choisie dans D, et calculons l'ex­

pression 

antisymetrique en :f et p. Posons cOlllL1e abbreviations 

j J ~, If ::: 1,,,. ~ 2.'Yl-

(na constituant pae les composantes d'un tenseur!). Ii vient 

j 1. f h j hk - h j ~ ~ + Q:tjp T:!p t lk p pk~:r: J 
ou Qjp est la partie antisymetrique en !, p de 

r j ~ ~ j i 'l. ~eJ);l" L( r;e til. - 4~ t~ ) -( ~k. t~ - fe" , 'j tr ::::. 
• , " i" 

= -1;~ -[:::t~ -t~ -It:~~ t~+ I;; ~ ~~ ~ -r,e-J~! t;!~ j 

cette derniere expression etant eymetrique en ~, p, Qip = 0 

done 

(6 ) 
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. 
Tip ne de~end done paG de la connexion Fe: ,et peut etre 

dUini par le second r!l.embre de (6) qui est un tenseur rattache 

a J pour des raisons qui apparattront plus loin, nous l'appe­

lons la torsion de J. C'est ure expression 1i~re homogene 

par ~Fl.PPOl't am:: derivees partielles des h~(X) relatives a",,. x j • 

2.2. Si J e6~ inte~r~~le, il existe dans tout voisina­

ge D' C D suffisamment petit un systeme de coordonnees reel­

les yj (cf. 1.3.) dans lequel les composantes de h~ sont con­

stantes; dans ce cas, le tenseur Tip est donc 0 dans D. 

Theoreme II. Si la structure presgue-complexe J est integra­

ble dans D (= indui te, par un!? structure complexe)! son tenseur 

de torsion T~p est = 0 en' tout point de D. 

On a ainsi une condition d'integrabilite necessaire. On 

ne sai t pas si elle est suffisante (excepte moyennant 1 ',hypothe­

se supplementaire que les h(x) sont de c1asse C~ ; cf. 2.3.). 

Examples. 1. n = (D C E2) • Un calcul simple montre 

que T~p = 0 pout touto structure presque-comp1exe.- Si on se 

donne une metrique Riemannienne, ~t si on y definit J par 1a 

rotation de ~ , la construction d'une struet~re complexe 

induisant J n'est autre chose que l'introduction locale de pa-

rametres isother~. Cela suggere que le probleme d'integration 

de J n'est en general pas simple, excepte dans 1e cas C~ 

2. n = 2 

4 't x , 501 

= 1 

o • D'ou 

4 ' 1 2 :3 (D C E ). Dans le 'Jy::: ~: eme de coordonnees x, x , :x; , 

h~ donne par (0 ~ ,'XI. Dr)' On a h~ h~ = ... ~ i 
-i 0 0 _'K 

o 0 0 :1 
o 0 -1 0 

2 . 2 
h42 = -1 =- h2( , tous 1es autres h~ sont 

h~k h~ -h~k h! 
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cture n'est pas integrable. 

De fa90n analoque il serait facile de construire des structures 

non integrable dans E2n pour tout n. 

~ Sur la sphere 86 a 6 dimensions il existe une structure pre-

sque-comploxe bien connue (cf. [15J Q7J ,Q1J ), definie 

a l'aido des octaves de Cayley pure~ent imaginaires qui consti­

tuent l(espace E7. Si on se borne a un voisinagesur s6 , on 

obtient uno structure J dans E6 , at un calcul explicite ([iO), 
01J pp.61-65) montre qu'el1e n'est pas integrable. 

2.3. TMoreme III. Une structure presque'-complexe l 
~ D C. E2n de ~"se ,Cc.u (analytiqua au sens reel) et 

de torsibn nulla est integrable; c. a.d. tout point de D ~ 

."Q un voieinage, ~I ~ D tol qu'existe dans D' un systema 

6 de coordcnnees complexes qui indui,t J. 

Demonstration. a) II s'agit d'apres 1. , de trouver n 
f Zr ('x) ~/",,( ...... -1 -",) onctions complexes de Jacobien C7\~)"'lol' ,!l , .. ,,~ :;:0 

satisfaisant a (2), autrcment dit a 

(2) 

te systeme lineaire 

aux inconnucs 

::: 

dx j est 
. ~j 

- ~() k 

alors de rang n 

j ::: 1, ••• , 2n 

o(')(~ ... I" . ?ch ) 

1 ~:: f, "'1 fvL 

ot a les solutions 

(ou k est une des 

valeurs 1, ••• , 2n ), ainsi que leurs combinaisons lineaires, 

mais pas d'autreB- car Ie rang de ces 2n solutions est egal au 

rang do la matrice (~- i 8~ ), donc ::: n, i etant une valeur 

pro pre n-tuplo de h. Notons que 1e systeme lineaire 
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(7) = 0 , 1 = 1, ••• , 2n 

a oxactomcnt los m.Omes ~oluti(ms dX~k) = h~ - i S ~ e1; leurs com.­

binaisons lineaires (le rang etant egalement n). 

Reciproquem.ent tout systeme de n fonotions z fA (x) tel-

les que Ie s.yst.em.e ;~~ dx j ~ 0 (fA = 1 •••• , n) soi t "equj, .. 

va.lent" a = 0 (o.a.d. sit les m~mea solu-

tions) satisfait a (2)' ; de plus le systeme 

t;)i t" dx j = 0 
:J.')CJ 

( JI). = 1, ••• , n) , equivalent ii un systeme 

~elJ n'aura alors aucune solution ree11e + 0 , ce qui 

que son determinant g(~.J '''I~~~~ .1', ?) -=1= o. 
ae ')til' .. J ' '}L.t~ ) 

implique 

b) On a done rameDe Ie probiem~ a ce1ui de construire n fon-
'0 ~ I" • 

ctions z~ (x) telles que dxJ = 0 soit equivalent a 
'} ')< j 

(7) (h~ + i S ~ ) dx j = 0 • Or on sai t que dans un voisinage suf-
J J 

fisamm.ent petit une so1u"cion onste, si la condition d' integrabi­

lite est satisfaite (th8oreme de Frobenius). 

Cette condition exige que 

(8 ) 
( d{(: .,S/J _ o(l~+~.g~~ d.~IS: ,,0 

d')(' dl)f! 

deux solutions j~ pour dx rbitraires de (7); il suffi t de pendre 

dx j = h j - is j et 6xj h j 'Sj avec k et m pris - ~ k k m ill 

dans 1, ••• , 2n. Le ca1cul donne pour 1e premier membre de (6) 
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done = 0 sous l'hypothese du theoreme que Is torsion Tj = 0 • 
Ip 

La con~ion etant satisfaite, on trouve done localement un syste-

me de coordonnees complexes induisant J. 

L'hypothese d'analycite reelle est necessaire dans cette 

demonstration, pour la raison sUivante: Pour construire les fon­

ctions z fA (x), on fait usage des courbes integrales de (5) con­

sid ere comme systeme d'equations differentielles. Aucune solu-

tion n'etant reelle, 

finition des h~(X~ 
telle fagon que T~l 

cela a seulement un sens si on etend la de­

a des valeurs complexes de x j , et cela de 

o reste valable; si h~(X) est de classe 

CW , cotte extension so fait de fag on eviden~par les series de 

puissances, sinon on sorait en face d'un probleme aux derivees 

partielles qui parait plus complique que le probleme initial. 

2.4. Pour une structure presque-complexe de classe Ck 

k < CAJ ot de torsion 0 le problemo d'integration n'ost pas re­

solu; mais uno grande partie des raisonnements faits sur les stru­

ctures complexes peut so fairo sans utiliser les coordonnees com­

plexes, en se basant simploment sur la structure prosquo-comple­

xe J induito et sur Ie fait quo T~l = 0 ; en d'autres termes: 

de tels raisonnementS'·s I appli"""V)'" 9. tout~_s_~ry._c_"lillr..(3,, __ J _sans tor­

~ (appolec souvont structure psoudo-complexo) : clest un champ 

tensoriel h j vor ifiant 
k 

et ~k 
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. ~ 

CONNEXIONS ZT LZTRIgUES ASSocms · A ',UNE.S;ERVC~UEE 

PRESQUE-COMPLEXE. 

A j 
de composantes J\ kl 

A D. ou D. les derivees 
~ J. 

3.1. Une connexion affine Jl 
etant donnee dans D c::: E2n , notons 

covariantes correspondantes. Un champ 

nulle sera dit "parallHe par rapport 

tensoriel de derivee D~ 
J. 

a A !'. Si en part:i,culier 

le champ ~ definissant une structUre presque-complexe J eet 

parallele par rapport a J\ ,le transport parallel de tout ve­

cteur le long d'une courbe est permutable avec les transforma­

tions lineaires J awe d:i,vers .points de la courbe. 

Proposition 3.1. Soit J une structure presque-comple­

xe dans D <::. E2n. n existent des oonnexions affines A. dans 

n (en general non symetriques) pour lesguelles Jest aarallele. 

~~tion. Soit r une connexion affine symetrique dans 
r' . . 

D , choisie arbitrairement. Po sons Dl h~ = Aik + Sik ' ou 
j j 

Alk est antisymetrique, Slk symetrique en 1 , k , et 

.I\~l ;: r j .. 1. (Aj hP + sP h j ) 
kl .t pl k kl p 

ces grandeurs definissent une connexion , et on a 

DA ~ DIl h j - .1. (A j hP + P h j ) hr ::: 
°rl 1 1 k 1 pl r p k 

+..1 (As hP + sP hS ) h j 
~ pl k kl p s 

= Dr ~ +..1 j - j sRI + 1- Ae hP h j .! jP h j hr 
.t Akl J.. .2. pl k Ii .t rl p k 

;: i- D" h j - J.. 
1 k ~ 

(D l" hS ) hP h j 
1 p k s 
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:: j Dr h j + 1:- (Dr hP hS h j 
1: 1 k 1- 1 k P s 

~ r h j -1 J' h j ::: Dl Dl I k J.. k = 0 , 

ou on a fait usage de Dr (hs hP 0 = (D L' h S )~ + 1 P k 1 P 

(Dr 
1 

hP ) hS 
k P 

La connexion .A 4 done 1a proprHte requise DJ\ 
1 l)~ = 0 

La "torsion" de cette connexion au sens habituel est 

= .1\ j -A j =-..i.(A j hP - Aj l{) = Tt (torsion kl 1k t pl k pk 

de 1a structure presque-complexe, dlapres 1a definition dans 2.1.), 

nous avona vu que T~ est independant de la connexion auxiliai­

re r et peut ~tre donne par .i (h,j hP1 - JJ hP ) 
1. "cp -~P k' 

~roposition 3.2. La COIDlexion ~ pour laquelle J 

est parallele peut ~tre choisie telle que sa "torsion" soit ega­

le a la torsion de la structure presque-complexe J. 

Proposition 3.3. Pour gulil existe des connexions syme­

triques dans lesguelles J soit parallele, il faut et il suffit 

gue J soit sans torsion (oe qui est le cas si J est integra­

ble). 
.( 2 j dxk 3.2. Une m~trique Riemannienne de = gjk dx dans 

D C Z2n est dite Hermitienne par rapport a la structure pre­

sque-complexe J, si la transformation lineaire J conserve ls 
t I j k ~/~ 

longueur ~ (gjk dx dx) de~ veceturs tangents 

c.v e T (x £ D) de composantes dx j : I J c..J\ -= I c...u I • x 
Remarque: 8i une metrique gjk nla pas cetto propriete, on peut 

en deriver une metrique Hermitienne gjk en posant 1a nouvelle 

longueur I ~l,t,. i{lwlt+ IJt.uIL ) J O.a.d. 

JL ( + h~ h S ) t gjk grs J k 

La condition Henri tienne I J(.,V I :: I wi signifie, en compo-

santes, 
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gjk = grs h~ ~ J 

ou encore gjk 
hk = - grl h~ I J 

ou · g~k ~ + glk h~ = 0 , 

k 
on d 'uutrCll;r termes: Le tenseur covariant hlj = gjk hl est an-

t~.Ym6t~ique. On ~ui ~ssocie ~a 2-f~rme {forme dtfferentielle 

ext'rieure de degro 2 

h . 
IJ 

Si la differentielle exterieure d~ = 0 , la metrique est dite 

Kaehlerienne. La condition signifie 

(10 ) 

en place des derivees partielles on peut ausai bien mettre les 

derivees covariantee relatives a une connexion symetrique ~ 
arbitraire, p. ex. la connexion do la metrique gjk' Dane ce 

dernier cas, 0110 s'oxprime sous la forme 

( 11 ) + 

3.3. Faisons usage 

T~ complexifie, adaptee a 
x 

h~ 
J 

+ = 0 • 

d'une base, dans l'espace tangent 

~ "'J '" "'J J (cf. 1.5.) , et soient 'I J 

~. ~, .. ,,~ les composantes d'un vectcmr reel par rap-

port a cotto base. Pour une metrique Riemannienne quelconque 
2 . k 

ds = g dxJ dx on a alora jk 

g dx j 
jk 

avec HrAv = Hpf1 

= 

Proposi tion 3. 4. ~ que la metrigllle gjk soi t !!£1:-
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En effet, si G",v == 0 

H~..., ~"'qv = \"'->11 j 

reciproquement I Jw I = I w ( 

B. Eckmann 

GJ)V~. 

IJ~ I 2= HI''' 

pour tout voeteur c.v entra1ne 

f'\ " - -,..-~ ~,.II '1 ~ + qi""~ ~ = 0 pour toutes ~es ualeurs des 

'j fJ , done G fA 11 = 0 

La forme differentiolle 

Hermi tienno de 2 = H .... <rtA ~~ 
..n. = gjk ~ dxl 1\ dx j 

done 

...n. associees a. una metrique 

est alQr~ donneo par 

= H~Jlt~" A ~v ) 

Notons que sa puissance exterieure n-ieme 
("lOA. .of\. f I H I c;,~ iP-\ ~I'I\. ~~ ... u. =1, 1Vl. ... ... )") 1\ ,.,II. > /\ ::> 

Lo determinant I Ht\" , etant f 0 , Sl'" est done toujours f 0 • 

Dans 10 cas d'une structure prosque-complexe J integra­

ble, c.a..d. 8i J derive d'une structure eomploxe donnee par des 

coordonnees complexes z~ ,1a base complexe adaptec a. J peut 

~tre choisie toIle que les eomposanto8 ~,.. . se comportent com­

lIle les dz ~ ,et la forme .n. cst donn'e par ~ H r '" d ~"I\ "'~ ~ 
3.4. Nous ropronnons la discussion des metriques Hcrmi­

tiennes at Kaohlerionnes so us la forme reelle (3.2.) 

Soit gjk une metrique Riemannienne, et supposons que 

18 structure presque-comp1exe J soit paral1ele danscette me­

trique (c.a.d., dans Is connexion symetrique qu·on associe a cat­

te metrique). Alors 1a torsion de Jest nul1e (prop. 3.3.). 
De plus on peut, d'apres 3.2., deduire de gjk une metrique 

gjk Hermitienne par rapport a J I 

, A( hPJ' hI). gjk = t- gjk + gpl -lc 
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La derivee covariante Dj relative a gjk du tenseur gjk est 

nulle; cela signifie que Dj est aussi la derivee covariante re­

lative a g'jk. Pour la forme JnL associee a ls metrique Her­

mi tienne gjk' on a d I apres (11) d.n.. = 0 ; Q' est donc une 

metrique Kaehlerienne.- Nous allons etablir la reciproque: 

Proposition 3.5. 8i J est sans torsion, et si la .metri-

que gjk est Kaehlerienne par rapport a J ! alors J est pa-

~e dans c~e metriqu~. 
Demonstration. Notons D. 

J 
rapport a 1a metrique. La condition 

D h j D hpj) h!' P k-k -~ 

les derivees covariantes par 

T~ = 0 peut s'ecrire 

= symetrique en k , 1 ; 

1a eondi tion d .n.. 
eompte de gjk ~ 

= 0 s'exprime par (11) , ou bien, en tenant 

gjp (Dk hP 
1 

ou en tire que 

glp (D j l{) 

= -

-D 1 

hk 
r 

h~ glk J 

hP 
k 

= 

+ 

est symetrique en 1 , r , done que 

= g~. (D. hP ) hk = 
JY. J r P 

(on a remplaee k par p et v.v.) 

d'oll (D j h~ 

gl (D. hk 
. P J r 

mais 

o 

entra!ne 
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(D j 
hk ) hP =-.!p. hP hk donc (Dj 

hk hP = ° , r k . J k r r k 

et !i.mIal..cmont D. 
J 

hk = o • r 

Nous resumons une partie des nos resultats 

Theoreme IV.. a) Soit J une structure presque-comp1e­

xe dans D C. E2n. Il eXistent toujours des cOIlllex.io~ sf; PU. 

r""'" 1~U~J~-,J:;........;e~6~t;....,j;lliibaJ.l;"'l.e i 'Pour qu' il y en ai t une qui 

soit symetrlgue. i1 faut et i1 suffit que J Qoit Sans torsion; 

pour qu'il y sit une qui so it Riemannienne. que J sDit sans tor­

Qion et admette une metrique Kaehlerienne. 

b) Soit J une structure presque-complexe sans torsion (p. ex. 

induite par une structure oomplexe). Pour gulpne metrique Hermi­

tienne par rapport a J (o.a.d. telle que J soit une isomAtrie 

de l'espsce tangent) Boit Kaehlerienne, 11 taut et 11 suffit 9ue 

J eoit parallele dans cette metrique. 

3. 5. l~otons, pour terminel" ce paragraphe, quelques pro .. 

prietes de "symetrie relative a J " de la torsion et courbure 

dee connexions affines considerees. 

ProEosition J.6. Soit j 1a torsion de J (donnee 

h~ ). 
Tkl 

par On a 

j hl Tj hl et Tj h~ 1 h j eo 0 Tkl + 0 + Tjk pl k pk p J p 

Proposition J.7. Soit J\ une connexion affine dans laquell~ 

Jest parallele, 1 Rk .. Bon tenaeur.de courbure. On a 
,~J 

1 
Rk .. ,1.J = P 

Ri,ij 

frop@8ition 3.8. Soit gjk una metrique Kaehlerienne 

par rapport a J sans torsion. On a 

R 1 " P ,1.J 
R hl 
kl .. 

,1.J P 
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Los demonstrations se font par 1e ca1cul direct, cf. OB 
pp. 74-75. 


