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So
INTRQDUCTION

Cette introduction ne contient ni de définitions ni d'énon-
cés précis, Zlle sert simplement 3 donner une idée préalable des
notions et problémes traités dans ce cours.

o.%. La notions de "variété & gtructure analytique com-
plexe"- variété complexe tout court - est une des généralisations
naturelles de celle de surface de Riemann (au sens abstrait). On
sait que par cette dernidre ia théoricec des fonctions énalytiques
d'une variable cemplexe est étroitement lide & des raisonnements
et propriéiés géoﬁétriques. La théorie desg fonctions de plusieurs
variables complexes réserve aux variétés complexes un réle analo-
gue; cela exige une étude approfondie des propriétés géométriques
de la structure analytique complexe, étude qui n'a été abordée gue
depuis quelques ans et qui a conduit a des concepts et resultats
d%un intérét géoméirique considérable, aussi bien pour la géomé-
trie différentielle et la topologie des variétés gue pour la géo-
métrie algébrique complexe, Ce cours sert comme introduction a,
certains aspects de cette nature.

0.2. Rappelons qu'une gurface de Riemann est une surface

{au sens habitucl de la géométrie différentiellm) doude d'une
structure conforme; c.a.d. décrite localement par une variable com-
plexe 2 = x + iy %elle gue x, y scient des paramétres réals
locaux de la surface, de telle fagon que dans toute intersection

de deux de ceg voisinages complexes la relation entre les varia-

bles complexes soit donnde par une founction analytique (2 dérivée
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£ o). La notion de fonctiqn analytique f£(z) sur la surface a alors
un sens bien définie, ainsi que celle de différentielle analyti-
que f(z)dz ete, La structure conforme donnée sur la surface ¥
définit une orientation déterminée (sens de rotation gui amdne
l'axe réel de 3z sur l'axe imaginaire), On sait que toute surfa-
ce orientée peut &tre doude d'une structure conforme {(paramdtres
isothermes!) qui en fait une surface de Riemann, et gue toute sur-
face de Riemann compacte est éguivalente & une courbe algébrique
dans un espace projectif complexe.

0.3. De fagon analogue une variétd complexe V & n

dimensions complexes egt une variété av sens habituel, a 2n di-
mensions réelles, décrite localement par n variables complexes
zj,..., zn dont les partieg réelles et ilmaginaires peuvent ser-
vir de parametres réels locaux, de telle fagon gque dans l'infterse-—
ction de deux de ces gystomes de coordonnées complexes 21,...,

27 et W1,... w' la relation entre les 2% et les wi scit

donnée par dgs fonctions analytiques W't (21,..., z%); le Jaco~
bien 1a(vj’ e ™) est alors nécessairement # o. On peut
‘a(z ;v\'/:‘“}

alors parler sans ambiguité de fonctions analytiques sur V , de
différentielles analytiques, de Transformations analytigues etc;
On verra plus loin que la variété réelle sousjacante cest toujours
orientée par la structure complexe d'une fagon déterminée. - .lal-
gré ltanalogie des définitions, la situation est bicn différcnte
pour n % 1 de celle pour les surfaccs de Riemann., Zn effet, il
exlstont deg variétés orientées (et des variétés orientablesg dans
les deux orientations possibles) n'admettant pas de structurc
complexc; et i1l cxistent dos variétés complexes compactes non
algébrigues, c.a.d. qui ae sont pas équivalentes & des variétdés
définice par un iddéal dc polyndmes dang un espace projectif com-—
plexe. “n examinant de pres lus raisonncments qui permettent A'é-

tablir de tels résultats, on constatec gqu'ile s¢ rapportent au fond

w
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& dcg classce du varidtés "intermédiaires" telles que variétés pre-

goue-comploexcs ot variétés Fachlerienncs:; lcs premidres étant inter-

ra

mediaires cntre les variétés oricntableg ¢t les variétés complcxes,
lcs sceondes cntre leg variétds comploxes ot leos variétés algdbri-
quce, Cos types des varidtds ainsi que dlautres, préscntent un grand
intérét cn cux-mémes pour la gdométric localc ¢t globalo.

La notion dc¢ structurc presgue-—complexc tst une “approxi-

5\

mation linéairc" & ccllc de gtructurc complexe: on sc bornce & étu-

dier 1l'cffet de ecclle-ci sur les espacus tangonts aux divers points

de la variété, De méme, la structure Lachlerienne n'exprime culune
partie relativement faible des particularités des varidétés algdbrie
gues, provenant d'une métrique Hermitienne spégiale Induite per

i'egpace projectif complexe ambiant.

c.4. OCn ezt ainsi amené 4 étudier des variétés munies de

diverses structures locales liédes 3 la structure analytique comple-

xe, Cette étude comporte tout naturellement deux parties: a) une
partie locale, qui fait un usage abondant des méthodes de la gdomé-
trie différentielle (champs tenseriels, formes différentielles, con-
nexions ebe.) b) une partie glohale duc au fait gue la structure lo-
cale en question est donnde partoud sur la varidté; les conséquences
globales gu'on egsale d'en tirer s'expriment en grande partie par
des propriétés topologigques (homologiques) de la variétdé, ou encore
par des propridiés analytiques {telles gu'exigtence de diffdrentiel-
les analytigues ete. ).

wn consdquent, ce cours gera divisé en deux chapitres, dont

le premier, de caractére local, est consacré & la géométrie diffé-

rentielle des gtructures prcsque-complexcs et complexes; on s'y bor-

26 4 un voisinage de la variété qui cst homéomorphe & un enscmble

— s i 3 _
ouvert d'un éspace Luclidien 5, et on peut, & la condition d'o—
bserver toujours l'invariance par rapoort aux changeients du syste-

e

ac du coordonnées, placer toutes les considérations directemunt dans
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Js:| 5 ) ’ . g
llegpace I . 4su gsecond chapitre on étudie guelques provriétés

globales deg variétés munies d'une de ges structures, avec des

applications aux problémes d'existence, aux variétés algeébvrigues,
homogénés ete,, et on construit des exemples illustrant les pos-
oibilités qui se présentent dans le cas de = > 1 dimensions et

gui le distinguent du cas classique n = 1,
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CHAPITRE 1.

§I
2n

JTRUCTURE COLIPTEEE DANS E-

1. 1. E2n dégignera l'espace BFucglidisn 4 2n dimensions,
décrit par wn systeéme de coordonnées réelles x1,..., ™, ev
un voisinage de l'arigine 0, Par "fonction différentiable" dans
D nous entendens une fonction IL(x}, x € D , & valeurs réelles

ou complexes, qui est d'une classe de différentiablilité Ck 5
k>» 1 , par rapport sux variables réelles x1,... ’ xzn 5 lé valeur
de k ne gera précisgée gue lorsque les circongtances l1l'exigent,
C* c¢st une fonotion analytique au sens réel,

S o . 1 2n
C, 2, d. donnée por des série de puissances €N X 4...y X .

Une fonetion de classe

Un systime de coordonnées complexes dans D consiste en

la donnée de n fonctions complexes différentiables zP (x) =
=M (xT,..., xzn), JL:: Tyeess I telles gue le Jagobien

A ,Qo., 1] FICCN ] SOit %O.

’b{x T g x2n)

Posons zF ="+ i v . ™ 5 v réels; alors un calcul €lémentaire
montrs gue A ne differt gue d'un fact_ou.;' constant # 0 du Jaco-

bien

g(u,vn--.un,vn)‘ L A
i wa——» Da condition #Z 0
@(X geesgansgaeny X }

est donc éguivalente au fait que les parties rédllos et imagsinaircs

™

£ . 2n
des z"‘ pecuvent servir de coordonnées admissibles dans & .

De plus, la condition A £ 0 entrafne que les d@ifféronticl-
les totales

dzP '%if"_ ¥ /1,4:1...., n
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gt - DX dwt
axr

P.: Towiwy B

{convention de sommation habituelle, j = 3,...; 2n) peuvent so

résoudre par rapport aux axY :

' ' i
J -3 . o - —
@) ad . Ubds* LV dEF et dn V=T,

‘.2. Boit f. une fonction(complexe) différentiable dans Ezn;

en wverty de (1) sa différentielile tovabte mloxpwime Jindaircment
par celles des 2" ot des 2V .

" -
Proposition 1,1, 8i on écrit df =4, dz + B, 4z’ , la con-

dition B, =0 ( ¥= 1,,., n) est nécessaire et suffisante pour
que I =so0it une fonction holomorphe des z1,;.., 2 .
Démonstration. De df = A4, (du’ + 4 av¥ ) 4Bfaw” -1 av¥ )
on tire 4), + By _of et i(Ay ~ B, ) = D
ou’ ad

. 1/ ?F . i
d'ol BV =z(—3";‘;" -+ b ‘au' ' V= 1,---, n/ ¢t Bu = 0
exprime simplement les éguations de Cauchy-Riemann deg partics
réelle et imaginaire dec f par rapport & u’ et v¥ .-

Considérons alors deux systémes 6 et @' dc coordonnées

complexzes dans ;Qn , donnes respec%ivemont par des fonctions

e ot w”. : Tes  wh pouvent s'cxprimer comme des fon-
ctions des z¥ , et vice versa. Los deux systémes sont dits é-
quivalents ( & ~ g’ Y, si les w”  sont des fonctions holomor=-
rhes des z1,..., z" dans D ; cettc relation est symétrigue et
transitive, l
Proposition 1,2. Pour que & et 6 ' soicnt équivalents, il faut
et i1 suffit que dans aw? = Aﬂ az¥ + B: az" ’ r&= Tgwim o g Ty
lesg Br goicnt tous = O,

. . " t
Si deux systémecs de coordonnées complexes € ct &' sont

équivalents, toutc fonetion (4ifférenticlle, application,...)
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holomorphe par rapport & l'un l'est aussi par rapport & 1l'autre,
Nous dirons que & et &' définiasent dans D & ZT°® la méme

structure analytigque complexe (ou complexe tout court).

Orientation. Soit &~ &' , et posons 2V PLA iv" ,w’ =

LS I 1 (/“-—-‘1,..., n; u ,. o ur 5 ls); si on

rée
I | Tl N
v

o 5 k| 1 n n
utilise u 4, Vv ;000 & 4, V., 865 w43V ,...5 U, comme coor-—

donndes rdéelles dans D, le Jacobien de la transformation de coor-
données cst

(”d '."""-‘h’gn) a(nivi"uﬂg_ﬂ) ’a{w!"'le -‘)
(v, ah ) AW T ) A 2]
-y = r
2GR AL o] [3(w W") &
/t)(u',w‘,...,u",'tr"} - ) i\-f', (2, .., 2“) ?

donc toujours »o.'Une structure complexe dans D y définit donec

une orientation déterminde.

1.3. Un systéeme @ de coordonnées complexes ¢tant donné,
s0it J ltopération gui fait passer de azt é i azt | p=
. V:‘T )s en vertu de (1), elle peut stexprimer dans
les différentielles dxj deg coordonnées réelles x sous la

a

forme d'un passage de ax? &

Ui (idet) U] (-5 J= iUl U, 4] = R et tn R

étant le champ tensoriel mixte réel défini par

[U)az J Fr

1Y f\ axl
Ainsi J vpeut &tre envisagé, en tout point x € D , comme tran-
sforpetion Iindnive dxi—s kY gzt de l'espace tangent | en

k
x (T, est l'espace vectoriel réel des vecteurs contravaiiahe

ts - au point x ; leurs composantes se comporitent, dang une tran—~

sformation des cecordonndes réelles xJ , comme leg dx:] }. De la
définition il s'ensuit immédiatement que J2 = —identité 3
(az¥ —> - dz¥ |, donc dx?—p . ax® Y, c.a.d, h; h§ = - 8{ .
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La relation entre hi et les fonctions ot s'exprime encore

[
sous uwne autre forme: dzv = '3! d’K- est transformé

-’ 4 K
par J en fan (Kﬁ dac ) qui doit &tre = idz ztaz dx ,
rLt '

dtou
T jg ¥
(2) L 99:(“ :QK-—-ET- ) R i ,.,1-24'\- F ;d’\ln,(f\,‘

Ce champ J de transformations linédaires ne dépend pas
des coordonnées réelles xj dans ;Bn , mais naturellement du
systéme complexe & ; nous esllons montrer gu'il est le méme pour
deux oystimes @ ,6 ' dauivalents, et vice-versas

Théoreme T, Four gque deux systémes de coordonndes complexes soicocnt

équivalentg, il faut et il suffit cu'ils induisent le méme champs
J .

Démonstration: Soit @ le sysbéme de coordonnées complexes z” §

&' le systime WF , et J , J' les champs induits, J : dzr—ny

- ddzl et I oawl e iawl
a) 51 6~6' , ona awl = Ac az¥ ; J transforme
aw"” en A'l; {idz) = i A':, dz = iaw! , Coh.d, J = J' .,
b) 8i J=4d', ona dans dwl = b az B) az¥
iawt =1 (&% ag¥ + b azv¥ )= ab (e ¢

B, (Taz' )=1 (b az¥ -3BY az¥ )

atodr B = 0, donc d'upris 1a proposition 1, 2, &~ &}
[ ? A b - 4
Une gbructure complexe donndée par des systémes de coordon-—
‘ 2n ; %
nées complexes & dans D ¢ B est done entiérement caractéri-

sée par son champs J . i

1.4, Un chanp de sransformations lindaires J de carré

~ 1 (un chanp tensoriel mixte hﬁ avec hi hf = —8‘£) donné dans
D EZn indépendamment de tout systime de coordonnédes comple-
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xes est dit une gtructure presque-complexe dans D . Nous la sup-

agsong toujours. différentiable, c¢,i,d. que les. hi (x) sont des
fonctions différentiables dans D .

Wous dirons que "J aEpartieng.é des ccordennées comple-
xes dans D", 8'il existe dans D un systéme de coordonnées com~
plexes & tel que J soit l'opération dz"—e> i azt dans & .,
un d'autres termes: s'il existent n Zfonctions complexes =z o {x)
satisfeisant au systime d'éguations aux dérivées partielles (2)
et telles que "a(ii: AN 8T 5},;_":1 £0

3 Cwi)’K;,.~u, qtz”h) .

Cela équivaut aussi & l'existence d'un systéme de coor-

données réellesg ya dans D pour lcguel le ftenseur hg est,
; . o -
en ‘tout point x , donné par la matrice ayant ( 4 é') sur la

diagonale principele et dcg O ailleurs (ces ya gsont les par-

ties rdéelleg et imaginaires des z” Y.
Une structure prosgue-—complexce J dans D sera dive in-

tégraik, gi tout point de D posséde un voisinage D' < D dans

leguel J appartient 4 des coordonnées complexes. Notons que

)
et

dans ce-cas lcs deux systeémes de coordonnées complexes &
] o § i g "
& definis dans de tels volsinages D' et D" indulsent

dans D' A DY la méme structure preusque-complexe ¢ty  sont

plexe _dans D un recouvremcnt de D par des voisinages D! mu—

nis d'un systome de coordonnécs comploxes de telle fagon gque dans
toute interscction de dcux de ccs voisinages les systdmes de coor-—
donnéeg solcont dguivalents; 1'intéegrabilité dc J  poeut alors sc
définir comme ceci: La structure presgue-complexe J dans D
est dite inteégrable, si elle est induite par une structure com-
plexe dans D .

Une grande partie de ce chapitre est consacré a

1'étude des conditions qu'une structure presgue—complexe doit rem-—
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plir pour 8tre intdégrable, Ces conditions se formulent dans le ca—
dre de la gdométrie dirfférentielle rattachée au champ tensoriel
hl‘l et sont d'un intérdt intrinssque; d'auitre part elles expri-
ment beauccup de propridtds importantes de la structure complexe
en vue &'applications diverses (formes différentielles, constru-
ctions globales ete. Ja

5

15 A4vant de passer a cette discussion, rappelons quel-
ques propridtés lindaires de la transformation J : dxj-$>h§dxk
de l'espace tangent TX en un point x , pour une strueture_pre—
sque-complexe arbitraire. Le carré détant = —identité, les valeurs
propres sont.Af i 4 chacune n fois., Les esgpaces propres de J
ne sont pas réels; passons donc 4 l'espace tangent T:- comple—
x1f1é (e,4.d, admetions, par rapport & une base réelle de T_ ,
comme composantes des vecteurs mon sculement des valeurs réelles,
mais aussi deg valeurs complexes) gui est 4 2 n dimensions com—

4

plexes. Dans T: ; solent St et Y les deux espaces propres

de J correspondant respectivement a +.1 et - 1 3 ils sont co-
njugués—complexes et d'intersection O , et de dimension comple-
xe n . Les vecteurs cu'e€ &' sont caractérisds par Jw' = iw',
les vecteurs o' € L' par Jw" = - iw” ; tout vecteur wei‘;‘:

ge décompose de fagon unigue en
! 1] ) 1 H -t
Ll o= o ,we{:‘,wet,

. |} e ¢
o = ! pour legs vecteurs réels e TX .

Noug dirons gqu'une base de T: ezt adaptée & J , =i el-

le consiste d'une base de ' et de la base conjuguée de 3"
g H

g

, 4 n 4
golent ? Jote ?’) My ”7 les compo"santes du vecteur
) € T: par rapport & une telle base (? de cu'E w1 "
hJ

ylf‘ de wué E"/ O4A weu.>'+w").

Pour les veceturs rdels £ T leg composantes réclles ax’ gont

X
relides aux S’r et rlf* = ‘g" paxr des éguations
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L
(3) el = ujdo

.-‘-..__

' J
(4) 0('}(" = U'M ?f‘ fgi“

Notons que dans le cas 1ntégrable on peut cheoisir comme
S”A les différentielles dz'" des fonctions sz (x) 3 (4) est
alors identique & (1),
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é;II

TORSTION D'UNE STRUCTURE PRESQUE-COLPLEXE,

2.1, Considérons une strucutra presque-complexe J dans

D ¢ E?® , donnde par le champ hk . Soit Dy hﬂ' la dérivée

covariante de hi prise par rapport &4 une connexion affine IER
gymétrique arbitrairement choisie dang D , et calculons lvex-

pression

(5) T%p = -i—(]}z hl‘i-Dk h%) nS - (D nd ~D ha)hz.

=
La]
e

antisymétrique en ¥ et p . Posons comme abbréviations

: 1 )
) QEK I 0
‘R- — - T K:ﬂ... Zrn
T Ty Bk ) 1% "y
{ne constituant pas les composantes d'un tenseur!). Il vient
g _ 4 3 E_ .3 k i
9 T % i' By hp hpk hy + Qip d
ol Q% est la partie antisymétriaue en £, p de

[{P 2« ) U:kg"ﬂ ek a ]ﬁ,

i g opk’ 4.7
"‘-.[-' —I“' ;’ﬂiﬂeﬁi+ﬂk‘ﬁ&;="rrlzk&

cette dernidre exprescion étant gymétrigue en P i By Q%p =0,
done

3 - E_ ]
(6) Ty hz ]aP hpk hy .
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i+

j J
T%p ne dépend donc pas de la connexion ng , et peut &tre

défini par le second membre de (6) Qui est un tenseur rattaché
4 J ; pour des raisons gui apparaftront plus loin, nous 1l'appe-

lons la torsicn de J . C'est ure expression linéazire homogéne

par rappert agux dérivées partielles des hi(x) relatives mws xd .
2.2, S8i - J est intégrable, il existe dans tout voisina-
ge D' ¢ D suffigamment petit un systéme de coordonndes réel-
les yj (cf. 1.3.) dans lequel les composantes de hi sont con-
gtantes; dans ce cas, le tensgeur Tgp est donec O dans D .

Théoreme IT, i la strugture presgue-complexe J esi intégra—

Yle dans D {= induite par une structure complexe), son tenseur

de torsion T%P est = Q en tout point de D .

On a ainsi une condition d*intégrabilité nécessaire, On
ne sait pas si elle est suffisante (excepte moyennant 1'hypothé-
se supplémentaire gue les h(x} sont de classe ¢ ¢ of; i)

Axemples, 1. n=1 (D < Ea} . Un caleul simple montre
que T%p = ¥ pout toute structure presgue-complexe.- Si on se
donne une métrique Riemannienne, et si on y définit J par le
rotation de f} y la congtruction d'une strueture conplexe
induisant J n'est autre chose que 1'introduction locale de pa=-
ramétres isothermes, Cela suggére que le probléme d'intdgration

de J n'est en général pas simple, excepté dans le cas L

2.n=2 (D ¢ E4). Dans le eyztime de coordonnées x1, xz, x3,
x¢, goit hﬁ domné par [ O is*0\. ona hi h% = - S % .
-1 0@ -
000 1
0 0-1 0
1 _ _ _ w1 2 . 2 ]
h32 =1= h23 5 h42 = =1 = h24 , tous les autres hkf sont
: 1 1 .x .1 Lk 1.3
] m il P Ry hes —
O, Dlod T, =h, Wy -h, h hyy g $ 0. Cette stru
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cture n'est pas intégrable,
De fagon analeque il seralt facile de construire des structures

on pour tout n .

non intégrable dans E

3. Sur la sphére 86 & 6 dimerisions il exiete une structure pre-

sque~-complexe bien connue (cf. E1 5] y E?] ,Dﬂ ), définie

4 l'aide des octaves de Cayley purement imaginaires qui consii-

tuent llespace E7 . S5i on ge borne & un voisinage'sur 86 sy ON

obtient une gtructure J dans E6 y @t un calcul cxplicite (EO))
EH-_] pp.61-65) montre qu'elle n'est pas intégrable.

2.3. Théordme III. Une structure presque-complexe J

dans D ¢ Ezn de plees€ C*™  (analytigue au sens réel) et

de torsion nulle cst intégrable; c.i.d. tout point de D pos—

wida yn voisinage L' <« D tol qu'existe dans D' un systime

& de coordonndes complexes qui induit g .

Démongtration, a) Il s'agit d'aprés 1, , de trouver n
fonctions complexes sz (x) de Jacobien  9(%).. %" ¥i.. 3"

a("“; . .”_,xh} #0

A

satisfaisent 4 (2), autrcment dit &
oo ;
(2) 97 ( J_LSJ) =0 Kz 4, 8m) patiaym .
Dt K X

Le gystéme lindaire

=P

a )- a"){‘g‘o " ]\Azii.,.'m
LS

aux inconnucs dx’ cst alors de rang n ¢t a les solutions

-

= nd —383 , 3=1,...,2n (o% k ecst une des

J
ARy g K K

valeurs 1,...5 20 ), ainsi que lcurs combinaisons linédaires,

maig pas d'autres- car lc rang de ceg 2n solutions est égal an

reng d¢ la matrice (hli - 181']: ), done = n, i étant une valeur

propre n-tuple de h . Notons que le systéme lindaire
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(7) (h]j- + 1833._ ) dxj = 0 L= 14euuy 2n

a cxactement les mémes solutiqns dx‘gk) = hf( - 181'1 et Léeurs com-

binaisons linéaires (le rang étant également n),

Réciproguement tout systime de n feonotions 2 (x) tel-

» -
les que le systime —%—i—;—dxa =0 (fJ = 45.40.4 n) soit "dqui-
valent! & (hljt + 1cg:;' ) dxa = o f{c,a,8. ait les mémes solu-—
Ixt

tions) satisfait & (2)' ; de plus le systdme _dxj =0

03 St
4 "

= W = dqud a b2
-...._a.;.;_ dx o ( } T9eesy 1), équivalent & un systéme

rdel, n'aura alors ancune sclution réelle f Q 4 ce gqui impligue

9( 2y ;2 r"' Eﬁn.) :'to

gue son déterminant

(..., o)
b} On a donc raméné le probieme a celui de construire n fon=-
ctions zM (x} telles que (ak ax’ = 0 soit éoguivalent 3
- i
»

(7) (hi’.' + 1835 ) dx) = 0 . Or on seit que dans un voisinage suf~

fisamment petit une solution existe, si la condition d'intégrabi-
1ité est satisfaite (théorsme de Frobenius).

Cette condition exige gue

Y ) ¢ .SQ
~ME ,;g Botir; 'O p
(8) (3{,“ r_} —a*-‘—“-"—"“(r L AT Sk
Dol ,?orf
j o &
pour deux solutions dx \(ﬁx"'E_iJ‘traires de (7); il suffit de pendre
dx‘j:h]‘:{'misla{ et Cs'x']:hi—i(gli . avee k. et m pris

dans 1,..., 2n. Le calcul donne pour le premier membre de (6)

1 s . o D_ 0Py _ 1 i P s ol b
WL (nd 1<§k)(h iSPy-nt nl WP ow L (np, B+

P bl m P "k m mk
1 .3yl 3 Ly P i .p_.,1 .1
hmj hk ) = (hpj hk hkj hp) hm + i (hkp h!]1 hmp hk ) =
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. b -162),
donc = O sous l'hypothdse du théordme gue la torsion T° = O .

1p
La condition étant satisfaite, on trocuve donc localement un systé-—

me de coordonnées complexes induisant J .

L'hypothése d'analycité réelle est nécessaire dans cette

dénonstration, pour la raison suivante: Pour construire les fon-
ctions zM (x), on fait usage des courbes intégrales de (5) con-
gidéré comme systime d'équations différentielles. Aucune solu-
tion ntétant réelle, cela a sculement un sens si on étend la dé-
J

finition des hﬁ(x) 4 des valeurs complexes de x' , et cela de

telle fagon que

= 0 reste valable; si hﬁ(x) est de classe
oW

y cette extension se fait de fagon évident@par les séries de
puissances, sinon on serait en face d'un problime aux dérivées
partielles qui parait plus compliqué que le problame initial,

2.4. Pour une structure presque-~complexe de classe Ck ,
k « cas et de torsion O 1le probléme d'intégration nfest pas ré-
solu; mais une grande partie des raisonnements faits sur les stru-
ctures complcxes peut s¢ faire sans utiliser les coordonnées com-
plexes, en se basant simploment sur la structure presquoe-comple-—
ze J induitc et sur le fait que Til = 0 ; en d'autres termes:
de tels raisonnementss’applinr -+ 3 foute structure J ssns tor—
sion (appeléc souvent strmcture pscudo-complexe) : c'est un champ

tensoricl hg verifiant
k

I ok o B . i sk . gl
hkhld_.sl ot m)omy o= by WO
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CONNEXIONS AT i.aT

PRESQUE~COLPLEXE,

3.1, Une connexion affine Jﬂ. de composantes j\‘il

étant donnde dans D E2n y notons Di ou D% les dérivées

coyariantes correspondantes. Un champ tensoriel de dérivée ZDA
nulle sera dlt "paralléle par rapport & J\. '. %1 en partlculler
le champ hk définissant une sﬁructﬂre presque-complexe J egt
paralléle par rapport & J\ y le transport parallel de tout ve-
cteur le long d'une courbe est permutable avec les transforma-
tions linéaires J aux divers points de la courbe,

Froposition 3.1. Solt J une structure presque~comple-
x¢ _dans D & EZn
D (en général non symétriques) pour legguelles J est paralléle,
Moengtration, Soit Iq une connexion affine symétrique dans

. Il existent des oconnexions affines f\ dans

. e Pod i J
D‘, choisie arbltralrement._Posons Dl hk Alk + Slk y O

Agk eat antigymétrique, g3 symétrique en 1 , k , et

1k
b 1 4 P P L dy
j\kl » P -_.(A L B ¥ 8 BD) 5

ces grandeurs définissant une connexion , et on =

¥ U T LN, 4 .3 P oL J z
D" h =D h-—i-(Apl hr+Srlhp)hk

4 .8 p p 8 J
-ur,zj(fLpl h -8 hp)hs
owhk gl a3 W c - P T
= hk*.z,Akl‘zsk:.*ﬁ“Apl hkhn-%srlhpk
- R I TG PN B
..% D B - 4 (o) n)ow
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. 4l d d gpb’ b 548
W G e T e .
*53 L % T % -0,

; P B oBoa _ w gl o8 P
ou on a fait usage de D; (hp hk)—O-(D h )hk +

r 8
(0 7).
: A i L : N
La connexion 4 donc la propridté requise Dl hl: =0,
La "torsion" de cette connexion an sens habituel est
- oo SN W | Pooad WPy Lo ;

A 1 A Tk 3 (Apl lrlk Apk lr;1 ) Tkl (torsion
de la structure presque-complexe, d'aprés la définition dans 2.1, )y
nous avons vu gque de egt indépendent de la connexicn auxiliai-

4 3 D _ P
re [7 et peut 8tre donné par ) (hlcp hy By hk‘ .
Propesition 3.2, La connexion _A_ pour laguelle J

est paralléle peut &tre choisie telle que ga "torsion" soit ége-

le 4 la torsion de la structure presgue-complexe J .

Proposition 3.3. Pour gu'il existe des connexions gymé-—

trigues dans lesguelles J soit parallele, il faut et il suffit

gue J soit sans torsion {ce gui est le cas si J est intégra-
ble),

3.2. Une métrigue Riemannienne dsz = gjk ax? dxk dana
b «< EZn est dite Hermitienne par rapport 4 la structure pre-
sque—gomplexe J , si la transformation linédaire J conserve la
3 k.\ifs
longueur {ow| = (gjk dx? ax)

we T (x € D) de composantes dxj : |Iw\‘=~‘|w’ -

deg veceturs tangents

Remarque: Si une métrique gjk n'a pas cette propriété, on peut

en dériver une méirigue Hermitienne g!k en posant la nouvelle

longuecur ]wiA’-E‘(lle-ﬁIlex) J 0.3, 4.
L 4 ¥ 8
gjk - 3‘" (gjk * Brg hj hk ) .

Lia ¢condition Hermitienne 'Iw] = lwl signifie, en compo=-

santes,

20
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_ r .8
Bix = Brg Bj By
- .k r 4 k
ou encore gjk hl = hj ou 'gjk hl + 811 hj =0,
. k
& ’ 123 3] H . = = -
gn d'autres termes: Le tenseur covariant hlJ g.‘}k h1 est an

Tiaypétrique, On lui associe la 2-farme (forme différentielle
extérieure de degré 2 )

LU = n . dxl-/\ axd =

X .1 j
By 04X N oax?
14 £k

$i la différentielle extérieure da Lk =0 ; la métrique est dite
Kaehlerienne, La condition signifie

(10) 91‘1;‘, ghjk RN
DE TR AL

en place des dérivées partielles on peut aussi bien mettre les

dérivées covariantes relatives & une connexion symétrique J*

arbitraire, p. ex., la connexion de la métrigue . Dans ce

gjk
dernier cas , clle g'exprime sous la forme

P
(11) gjp Dk hl + 8p Dy 3

3.3. Faisons usage d'une base, dans l'espace tangent
* g P " * e
Tx complexifié, adaptée & J (ef, 1.5.) , et soient ? J rf J

M= 1,..,m lcs composantes d'un vecteur réel O € T, par rap-

port & cette base. Four une métriguc Riemannienne gquelcongue

dsz 3 gjk ax? dxk on a alors

gjk dxj dxk = Grvﬁﬁffoﬁugpgu""aru?Fgu

aveg Hrw = H,

Proposition 3.4, Zour gque la métrigue g,jk goit Her-

21
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mitienne, il faut ct il suffit que GPV = 0.

En effet, si Gy =0 |[le|Z=Hyp (1GF )
. > 1,
(=3 ?‘v ) = Huu g‘uc)’v:lw‘ s
réciproguenent ]Jaai = feu| pour tout veeteur @ entrafne
Q,... ‘f“?v'{* G,,.,‘?*‘ S” = 0 pour toutes les uwaleurs des
?’J y done Guy =0,
La forme diffdérenticlle {1 assocides & wne métrique
Hermitierme ds° = H',f (g"‘}” eat alars donnéc par
_ k i o P o v
.n.—gjkhld.xt\dx _Hwt? A€,

done
h . M‘ ‘—_p
~Q =t Hrv? A <§ .
Notons que sa puissance oxtéricure n-idnme
" " 4L 4 = m e
_Q-'—"L M!alylgA?iA.;‘/\? A'g ,
Lo déterminant IHP“'" $tant 4 0 , D™ est done toujours f 8 «
Dans lc gas d'unc structure prosque-complexe J intégra=
ble, c.a.d., si J dérive d'une struecture complexe donnée par des
poordonnées complexes zM , la basc complexe adaptéc & J peut
&tre choisie telle gue lea composantes ?r © ge comportent com=-
me 1es daz™ , et la forme L cst donnée par LHrudErAd*V.

3;4. Nous reprennons la discussion des métriques Hormi-
tiennes ¢t Kachleriennes sous la forme réelle (3.2.)

Soit gjk une métrique Riemannienne, et supposons que
la structure presque-complexe J goit paralldle dans cette mé-
trique (c.a.d., dans la connexion symétrique qu'on associe 4 cat~
te métrique). Alors la torsion de J est nulle (prop. 3.3.).
De plus on peut, d'aprds 3,2., déduire de gjk une métrique

gsk Hermitienne par rapport & J @

|._$_ p L1
ik T g (gjk * fp1 hj hk)'

22
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Ia dérivée covariante Dj relative a gjk du tenseur gik ogt
nulle; cela signifie que Dj est aussi la dérivée covariante re-

letive & Pour la forme {h. assoccide & la métrigue Her-

L
gjk'
mitienne gﬁk , on a dfaprés (11) aLL = o ; c'est donc une
meétrique Xaehlerienne.- Nous allons établir la réciprogue:

Proposition 3.5. Si J est sans torsion, et si la métri-

que est Kaehlerienne par rapport & J , alors J est pa-

Z.
jk
raddale dans cette métrigque.

Démonsgtration. Notons D, les dérivées covariantes par

rapport & la métrigue. La condition Til = 0 peut s'éerire

J
(D hy =D

o h% ) hf = gymétrique en k , 1 ;

k

la condition dJk =0 s'exprime par (11) , ou bien, en tenant

k k
eompte de gjk h1 = hj

Bip (O By =Dy k) + g D, n = 0 3

ou en tire gue

P ko

i
|
o

'_l

W
L
=

est symétrique en 1 , r , donc que

p I p B .= P k _
glp (Dj hk ) hr = &pp (Dj hk ) hl =T 8y (Dj hr ) h1 -

= P k _ k P
gi; (Dj h ) hp = &y (Dj h } h

{on a remplacé k par p et V.v.)

= k P Py Lk : Pk P
1 s - = -
d'on (Dj ho) h] = (Dj h] ) h ¢ mais Q! h é; entrafne

23
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k T _ P k k P _
(Dj L } b = ij-hk ) h, , done (Dj h ) h =0,

et finalement :Dj hi = %

Nous résumons une partie des nos résultats :

Théordme 1V. a) Soit J une structure pregque-comple-
2 11 exigtent toujours des copyexiomw effinsg
pese lpsanclles J egl puradkidle ; pour qu'il y en @it une gqui
soit symétrique, il faut et i) suffit que J soit sang torsion;

pour gu'il y ait une gui soit Riemannienne, que J goit sans tor-

gion et admette une métrique Kaehlerienne,

x¢ dans D < E

b) Soit J une structure presque-complexe gsans torsiocn (p. ex,

induite par une structure complexe), Pour qu'une métrigue Hermi-
tienne par rapport & J (¢.2.d, telle que J soit une isomgtrie

de 1l'espace tangent) soit Xaehlerienne, il faut et j1 suffit gue
d__soit paralldle dang cetie méirigue.

3.5. Notons, pour terminer ce paragraphe, guelques Droe
priétés de "aymétrie relative & J " de la torsion et courbure
deg connexions affines considérées.

Proposition 3.6. Soit Til la torsion de J {dommée

par hi J. On a

§ ol . ! .
Tkl hp + Tpl hk =0 et *pk hj + Tjk hp =

Proposition 3,7. Soit Jﬂ une connexion affine dans laguelle

d est parallele, Ri 13 bon tenseur_de courbure, On a
]
1 P _ P 1
Beig T = Bi5 B
Propapifjon 3.8. Soit gjk une métrique Xaehlerienne
par rapport & J sans torsion., On a
i i
foi,is Pk T Fe,ag e

24
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Les démonstrations se font par le calcul direct, cf, EH]
PP T4=T5.

25



