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S E Z I O N E  A 

P I W B L B ~ ~ ,  MATIU~MATI~UES 
DE Jd 

T H ~ B I E  DE LA TURBULENCE H O M O Q ~ B  

JOSEPH K A d  DE F ~ E T  

I N T R O D U C T I O N  

Les 6quations de l a  ~6can ique  des f l u ides  visqueux .incompressibles 

sont connues .depuis p lu s  dSun s ihc le ;  dhcouvertes d' abord pa r  .NAVIER en 

1822, . e l l e s  ont 6 t h  retrouvees par  Sir Gabriel STOKES en 1845; e l l e s  

s! 8crivent: 

(Les c~ordonndes d'un point  x sont ddsigndes par  xl,x,,x3 , l e s  com- 

posantes du vecteur v i t e s se  u gar  S ( I , U ~ , U ~  ; l a  pression pa r  $ ; 

X,,X,, 1, ddsignent l e s  composantes de l a  force extdrieure; p e t  v 
sont  deux constantes carac thr i s t iques  du f luide,  suppo4 incompressible, 

a temperature constante ed doud d'une conductibi l i td  thermique inf in ie :  

p = masse sphcifique, v = viscos i te  cinematique). 

Le p r o b l h e  de l a  turbulence e s t  n6 l e  jour, oh Yon a constat8 sue 

pour l'dcoulement d'un f l u ide  dans un tube cylindrique, l ' intdgrale  dld- 

mentaire (mouvement permanent ba r  d r o i t e s  para1 lb l e s )  des Aquat ions  de 

NAVIER donnait des r 6 s u l t a t s  nm8riques en dhsaccord complet avec l e s  

mesures eqdrimental  e s  des ing$nieurs hydraulic iens: pour un debi t  donne 

dans l e  tuyau, l a  p e r t e  de charge mesuree pouvait e t r e  10 ou 100 f o i s  

p lu s  grande que l a  p e r t e  de charge th&rique. La s i t ua t ion  s e  compliqua 

- 1 -  



encore lorsque H.POIGEXIILLE en 1842, opdrant sur des tubes cap i l l a i r es  

(dont l e  d i d t r e  d ta i t  compris entre 0,01 e t  0,l mm) obtint au con- 

t r a i r e  pour l e  m8me &oulement, un accord excellent, avec une pr6cision 

de 1"rdre du m i l l i b ,  &re  les resul ta ts  expdri~nentaux et  thhr iques .  

Devant de t e l l e s  contradictions, on coqrend l'opinion exprimde en 

1865, par d9 excellents spkkialistes colame DARCY e t  W I N  "La question 

s e  colnplique e t  s9 obscurcit donc davantage mesure que des exphriences 

plus nolabreuses e t  plus prdcises paraftraient devoir y j e t e r  une plus 

grande lumi\erew. B A R R ~  De SAINT VEINANT ecrivait  en 1872: 'Z'hydraulique 

es t  u?e desesperante enigme". 

Cv e s t  l e  grand ouvrege de S. BOUSSINFSB (1872) "Essai sur l a  t h h r i e  

des Eaux eourantes" b1 e t  l e s  deux memoires dOsborne RFlINOEDS [89], 

[90] qui p ro je tben t ,  l e a  premiers, quelquer lueurs sur ce chaos. 

BOUSSINESQ, reconnaissant net tement l e  caract ere d"xtr8me comple- 

xitd. de l a  vitesse d" koulement turbulent, en d4gage l a  conclusion 

essentiel le,  point de d & a t  de l a  dcanique s t a t i s t ique  & l a  turbulen- 

ce: '%es d.quations des muvements de f luides pa r fa i t s  r igissent  l e s  

~nouvements tourbillonnaires e t  tunultueux des f luides,  pourvu qu"n y 

introduise, au l i eu  des v i tesses  vraies e t  de l a  pression vraie achaque 

instant, leurs  valeurs myennes locales ". 
&r&s BOUSSINESQ, WYMXDS (1895) redecouvrit c e t t e  idhe fondamen- 

ta le :  dans l e  mouvement turbulent d' un fluide, il convient de distinguer 

deux parts: un mouvement moyen e t  un muvement d9 agitat ion.  the pmprii- 

ti mesurable quelconque f du fluide (composante ck l a  vitesse u,,u2,us, 

pression p , tenrp6rature ?' . . . ) doit se d&omposer sous l a  forme: 

l a  comwsante nmyenne 3 e s t  seule accessible aux instruments de mesu- 

r e  ordinaires (par ezemple tube de PIlWl' pour l a  mesure de l a  vitesse,  

themm&tre  k mercure pour l a  mesure de l a  tewhrature) ,  l e  but de l a  

t h k r i e  e s t  d9 Qcr i re  l e s  equations du mouvement moyen ( l i an t  l e s  compo- - - - -  
~ a n t e s  m e n n e s  %, u,, us, P, . . . etc.  .. . ); l e s  composantes d Q i t  a t  ion qui  
traduisent 1' influence de Pa turbulence sur l e  muvement moyen ne doi- - 
vent y f igurer que par des moyennes (par exemple, u ; , u i ) .  



BOuSSINEf3Q s-fforce de consewer aux tha t ions  du muvement moyen 

l a  6me forme qu' aux Qauations de NAVIER, mais en substituant au coef- 
ficient v de viscositci mol6culaire. un coefficient e de viscositk 

turbulente; malgrd 1' extreme inghniosit.6 dont il f i t  vreuve au cours de 

recherches qui occuperent une 1 arge part i e  de sa carrikre (Qcoulements 

dans des tuyaux e t  des canaux de sections varihtrs, fleuves, torrents, 
etc.. . ) tout l e  mnde est d' accord pour constater que son mique E west 

pas suffisant pour rendre compte de l ' e f fe t  de l 'agitation t u r b u l e n t e  

sur l e  mouvement nnyen. Osbone BE1MOLDs, au contraire, ouvre des hori- 

zons nouveaux, en mntrant que l 'action detl fluctuations turbulentes sur 

l e  muvement myen se traduit par des forces de frottement, dont il don- 

ne 1' expression 

il met 1' accent sur l e  bilan hnergdtique. kvaluant l e s  ikhanges d' k e r -  

gie entre l e  mouvement myen e t  l e  mouvement d'ar~itation. 

I1 fallut attendre prhs d'un demi-sikcle, pour que l e  renouveapl de 

l a  ~icanioue des fluides, dh au dhveloppenent de 1 '~~ronaut ique.  amGne, 

encre 1920 e t  1940, avec un f lot  d' idhes newes, des progrb consid6ra- 

bles. Mais, pour ripondre aux nQcessit6s de l a  pratiaue, l e s  efforts se 

disperserent vers l e s  aspects l e s  plus divers de l a  turbulence: &mule- 

lnent dms un tuyau, 6coulement autour dJ me a i le  d' avion, diffusion d' un 

je t ,  structure du vent dans 1' atmosphhre, etc. . . ; tous ces p&mes Wnt 

rtbordks simultanchent e t  seuls.des fragments de thk r i e s ,  meleks d' une 

foule d'hypothhses empiriques, re l i ies  entre el'es parfois par un f i l  

bien tenu, s' Qlaborent autour de chacun de ces problhmes. 

Depuis 1' introduction par L PRANDTL, en 1904, de l a  notion de cou- 

che linite (dont l e s  travaux exphrimentaux de J.M. B ~ G E R S  ne devaient 

rhvdler l a  structure colaplexe qu' en 1924). on nouvait privoir qu' un des 

facteurs discriminants de toute classif icstion des problhmes, serai t  l a  
I 

presence ou l'absence de pamis solides; pour s a i s i r  l a  turbulence dans 

un de ses ;tats purs, il fa l la i t  se placer aussi loin que possible de 

toute pami solide; cJ est  pourquoi, vers 1930, 1" attention connnence \a ao 
concentrer autour d'un ~ r o b l b e  assez sch&natique pour donner prise b 
una &laborat ion logique plus approfondie: I 'ktude de l a  turbulence dans 
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n - MATH~MATIQUE DE LA TURBULENCE HOMOG~NE 

un fluidc incompressible sans fronti>res et par conskguent enplissant 

tout lDesp&ce. Pour commencer, on introduit des considerations de sym& 

t r i e  (d* a i l l e u r s  plausibles e t  souvent vhrifihes avec une bonne appro- 

ximation dans l e s  mesures) e t  on ne consid8re que l a  turbulence homog;- 

ne et isotrope, c 9 e s t  k di re  que l e s  proprihtes s ta t i s t iques  du champ 

des vitesaes turbulentes sont suppos6es invariantes pour toute transla-  

t ion  des axes e t  pour toute rotat ion autour d9un point. 

Dans 19 htude de l a  turbulence homogene e t  isotrope, c9 es t  k S i r  

Geoffrey TAYUlR e t  Th. VON K k M h  ,que sont dues, au dhpart, toutes l e s  

idhes esaeatiel les:  le spectre dE&nergie de la vitesse e t  l e  coefficient 

de corr&lotion qui l u i  correspond, ont h t d  introduits  par TAYLOR; 1' ex- 

tension 8 . 1 ~ e s p a ~ e  de ce t t e  dernikre notion fu t  f a i t e  sous l a  forme du 

tenseur de corrk lat ion par K h h - H O W A R T H .  

Un progrhs ultdrieur f u t  1' introduction du tenseur spectral, en 1948, 

par G.K.BATCHELOR e t  J-KAW~ DE ~ I E T ;  l e  tenseur spectral e s t  suscep- 

t i b l e  de remplacer (dans l 'htude de l a  turbulence homogane, mais non nh- 

cessairement isotrope) l e  tenseur deacorr8lation e t  prdsente sur celui-  

c i  des avantages d6cisifs  dans 1 es  recherches ththriques. 

Une s h r i e  de travaux, qui ne fu t  connue de l'ensemble du monde &en- 

t i f ique  qu98 l a  f i n  de la guerre mondiale, concentra l ' a t tent ion sur 

l9 etude du spectre d9 dnergie: comment dans une turbulence homogsne e t  

isotrope, le spectre &volue-t-il en fonct ion du temps?Evolue-t-il tou- 

jours vers m e  loi finite universe 1 le? Les riponses a ces questions dh- 

pendent essentiellement des hypoteses sur l a  maniere dont, dans un icou- 

lemeat Ees tourbillons de dimensions diffhrentes, (dira-t-on, pour f a i r e  

bref) bhangent leur dnergie, purement cindtique d' a i l leurs ,  puisqu9 il 

s' ag i t  V un f luide incompressible; A. KOLMOGOROFF apport a une sd r i e  

d9 id8es neuves e t  fasclnantes dans une su i t e  de mdmoires (1941) [741, 

1751, [76] ; qui, des qu' ils furent connus, f i rent  sensation; independam- 

ment de l u i ,  W. AEISENBEaG e t  L. ONSAGER [851, 1861 avaient &is des idhes 

tris voisines. Toute une s e r i e  de remarquables travaux de L. SEDOV [911, 

A. O B ~ H O F F  1841, c. c . ~ m  [ml; [sol, [811, m. VON &MAN ~721,  G. K. BAT- 

CHELOR, L. S. G. KOVASZRAY [77], C. VON WEIZS~KER [95I, S. CHAND-AR 
I \ 

[13] f u t  c'oasacree a ce nouveau domaine. 
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INTRODUCTION 

I1 ne sau ra i t  &re  question de r e t r a c e r  i c i  le dhveloppement de ce s  

idhes dans tous s e s  de t a i l s .  Nous nous permettrons de renvoyer aux ou- 

vrages de G. K. BATCHFLOR [41 e t  de L. AGOSTINI e t  J. BASS [l] oh 1' on trou- 

Vera un excel lent  expos6 historique. 

Dans 1' htude de l a  turbulence, on peut s e  placer  & des points  de 

vue tres diffdrents:  

Les problemes pos6s par  l a  turbulence ont souvent une grande impor- 

tance pratique pour l e s  applications k 19 ~ 6 r o n a u t i ~ u e  ou 1 l9 Hydrauli- 

que. Pour l e s  1ng6nieurs, 19urgence du but 1 a t te indre  pime t ou t e  au t r e  

eonsidhration; 1"xplication sc i en t i f  ique des f a i t s  passe k 1' a r r i e r e  

plan; ce  qui importe avant tou t ,  c-st de r e l i e r  un ensemble de mesures 

expdrimentales en un faisceau de courbes coh6rentes (introduction de va- 

r i ab l e s  sans dimension); l a  valeur de ce s  courbes t i e n t .  A l e u r s  yeux, 

dans l a  poss ib i l i t ;  de sv en se rv i r  pour prhvoir: en interpolant ,  oh par- 

f o i s  mgme, en extrapolant,  on veut pr6voir des r i s u l t a t s  n u d r i q u e s  sans 

avoi r  f a i r e  de nouvelles exp6rfences (une heure de calcul  coute m i n s  

cher, en g&n6ral, qus une heure de sou f f l e r i e )  

Cette a t t i t u d e  e s t  parfaitement l&it ime: non seulement nous devons 

1' approuver, mais encore nous ne pouvons qu"re reconnaissants de l 9en -  

richissement considerable apport i  par  1' accumulation de mesures exp6ri- 

mentales f a i t e s  k 190ccasion des divers  probl8mes prat iques poses par 

l a  turbulence; beaucoup d9 in tu i t i ons  physiques, dont cer ta ines  sont Pro- 

fondes, ont certainement vu l e  jour de c e t t e  f q o n .  
Mais quand on pa r l e  d9une'tfidorie de la turbulence, c-st k tou t  

au t re  chose que nous pensons; l a  M6canique aes  i l u ides  i t an t  un chapitre  

de l a  ~ h c a n i ~ u e ,  nous en hvoquous d" au t r e s  chapitres: l a  ~6can ique  ~ 8 -  
l e s t e ,  l a  ~ 6 c a n i ~ u e  du sol ide indhformable, l a  Mdcanique du corps Qla-  

s t ique.  L&, par tan t  d9 hypoth8ses A, B, C, e .  on demontre pa r  voie pure- 

ment math6matique, qu-1 en r i s u l t e  des proprihths, 1, r, J, . . . ; ce sont 

ce s  propri6t4s H9 I, J , .  que l b n  confronte ultgrieurement avec l e s  

mesures expirimentales, mais dans l e  passage des prhmisses A , B , C, o .  

aux c0ns4~uences H, I, J , .  ". on s e  garde bfen d' a jouter  des primisses 

suppl&mentaires E, F, G, . . . sugg6r6es p lus  ou moins heureusement, en cours 

de route, par  des observations exphrl'mentales nouvelles., Quiconque Par- 



court l a  1 ittdrature scientifique de ces dernieres decades, se rende c o w  

te,  du premier coup d' oeil ,  qus aucune " thkr ie"  dp l a  turbulence n' a m- 

core at te int  ce stade de perfection. C' est surtout s u r  la nbcessi t6 d' un 

examen critique. oh lson tenterait  d'hprouver sdrieusement quelques nrail- 

Ions de la chaine logique. que nous voudrions a t t i r e r  I' attention dans 

ces lecons, en conservant come theme central: la  turbulence homog$ne 

dans w f luide incotqressib le renpl issant tout i 'espace. 

Un des grands pmblhrnes, qui tourmentent tous l e s  sp&ialistes de 

l a  turbulence, cJ est  de savoir s i  les  iquat ions de MAVIER restent va l i -  

des pour l e s  muverents turbulents d'un fluide. 

Cette question est  fondamentale, non seulement du point de vue ab- 

st m i  t de 1' &ist&logie (1' explication scientifique de l a  turbulence 

&ant 6videmment l iee  aux hquations qui en forment l e  cadre), mais en- 

core nu point de vue pratique l e  plus inwnkdiat, puisque mhe dans l e s  

t h b r i e s  semi- empiriques, pour re l ie r  les  f a i t s  ent r e  eux. l' on ut i l i s e  

toujours, au mins  partiellement, certain- cons6~uences des equations 

de NAVIER, b travers les  kquations de REYNOLDS. qui en sont d6rivAes. 

Les arguments avancds, pour ou contre, l a  validit6 des kquations 

de NAVIER. dans une t h k r i e  de l a  turbulence, ne semblent gukre con- 

cluants. 

Pour donner une rbonse precise cette question, il faudrait prou- 

ver qu' en partant de prdmisses A,&N,. . . (N signi fiant qu'on n' admet- 
t r a  un champ de vitesse dans une d&nonstration que s* il est Qtabli que 

les  fonctions u j ( z ,  t )  sont des inthgrales des hquations de NAVIER), 

on peut en d&ui re des consequences H, I, J, . . . qui, confrontkes avec les 

observations expkrimen tales, sont en accord ou en dhsaccord avec elles, 

h l a  pr6cision prks des mesures. 

Or ,  on est  bien loin de ce but. La plupart dn temps, dans les "thdo- 

r ies  de l a  turbulence", on adjoint, en cours de route, aux prdmisses 

A, B, N, . . . tant d'hypotheses sup~lementaires E, F, G, . . . , suggdrdes par 

1' examen des fa i t s  exp&rimentaux, que 1' dcheveau, a insi  tissd par ce 
m61ange de logique et d' empirime, devient impossible a dkbrouiller ISh 

effet, on ne sa i t  presque jamais si les  hypothkses suppl&ent&ires ne 

sont pas contradictoires avec l e s  prkmisses Par exemple, mposons qu' un 
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auteur, s e  basant s u r  l9 a l lu re  de courbes expirimentales, introduise des 

dcoulements, oh l e  champ des v i t e s se s  e s t  represent6 par des fonctions 

presque piriodiques dans l e  temps ob dans 1-space. S'il n" pas prouv6, 

au prhalable, gue l e s  iquat ions de NAVIER sont susceptibles  dp admettre 

des intdgrales  presuue pdrfodiques, quel le  e s t  l a  valeur logique de s e s  

conclusions? 

SP il e t a i t  demontre que l e s  primisses A, B, N, . . . conduisent par voie 

puregent logique, - sans If  adjonction d-ucune hypothese suppldmentaire 

dont l a  non-contradiction avec l e s  pr6misses n-st pas prouvie, - $ des 

cons6quences H, I, J rhellement incompatibles avec lbnsemble des  obser- 

vat ions d' 6coulements turbulents ,  i1 nous faudrai t  bien abmdonner l e s  

equations de NAVIFR; mais, comme on e s t  t r e s  lo in ,  semble-t-11, d b e  

t e l l e  dthonstration, il nous pa ra i t  nature1 de continuer & l es  u t i l i  se r .  

Les hquations de NAVIFR s e  reconmandent par l a  s o l i d i t 6  e t  l a  sim- 

p l i c i t k  de l a  base que leur  ont donn6es Sir G SlVKES en 1845 e t  A - B A R ~  

DE SAIM VFNAIW et 1846: e l  les  expriment, en e f f e t ,  gue la tenseur des 

f jrces de viscosi tk F j .  dkpend seulernent du tenseur des v i t e s ses  de 
a u f .  a ~ ,  

difbratat ion ,Vj ,  = -+- . ax, ax, 
La re la t ion  en t r e  ces  deux tenseurs  t raduisant  une lo i  physique in- 

d6pendante des rephres, l e s  colnposmtes F 9 ,  dofvent $ t r e  foncti0IIs 

1 in6ai res  des Vg , h 

F j , k  = a j , k v ~ , k + b 9 s b  

l e s  coef f ic ien ts  a g ,  e t  b j ,  p i t a n t  fonctions des invar ian ts  du ten- 

seur  V j ,  k Dans l e s  dquations de NAVIER (pour un f l u ide  incompressi- 

b l e ) ,  on admet que ce s  coe f f i c i en t s  sont des constantes. 

~ e u t - s t r e  c e t t e  hypothise r e s t r i c t i v e  suppl&nentaire nP e s t  -. e l l e  

qu'une approximation, suffisamment cxacte pour l e s  p e t i t e s  valeurs  des 

V g "  k , na i s  insuf f i san te  lorsque l e s  V i ,  k deviennent tr\es grands, ce  

quf s e r a i t  pr4cisbment l e  cas  dans l e s  6coulements turbulents  

Sf, logiquement, l a  posi t ion des iquat ions & NAVIER a t ,  un jour, 

rendue intenable, il y au ra i t  15 une int6ressante p o s s i b i l i t i  de retou- 

che qui devrai t ,  semble-t- i l ,  pr6chder un r e j e t  complet de 1' hypothkse 

ginhrale  de G. STOKES e t  de A. BARRE DE SAINT VEINANT, 
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CHAPITRE I 

Ies dquations de N A V B  et 1 'dquation de la chaleur. 

1 - S u r  l a  d e f i n i t i o n  d' i n t e g r a l e  d'une dqua t ion  d i f h n t i e l  le. 

Nous voudrions tou t  d' abord a t t i r e r  1' a t ten t ion  sur l a  rentarque su i -  

vante: on ne peut f a i r e  oeuvre u t i l e ,  t an t  que l ' o n  s e  contente de par- 

l e r ,  en termes vagues, d"'int6gralesw des Qquations de NAVIER; ce  mot 

e s t  suscept ib le  de bien des sens d i f fe ren ts ;  selon l e  sens choisi ,  l e s  

propriBtds e s sen t i e l l e s  de l a  t h b r i e  s e  modifient, spdciakment l e s  tl&o- 

r h e s  d'existence e t  d'unicitd qui, v r a i s  avec une def in i t ion  des "in- 

tdgrales;', deviennent faux avec une autre. 

Pour s 'en convaincre, il s u f f i t  de s e  souvenir de deux exemples 

i l imentaires:  

a )  Pour une Bquation d i f f e r e n t i e l l e  auss i  simple que: 

l e  mot " integralen a regu tou t e  m e  g m e  de sens d i f fdrents ;  rappelons 

en au moins deux. Si f (x) C[o, a] il ex i s t e  dans [o, a] une e t  une 

seule " int6gralew y ( x )  t e l l e  sue y (0) = 0 , donnde par  1' in tdgra le  

de RIEMANN: 

mais, si f €L[o ,  a], l a  m b e  intdgrale ,  p r i s e  au sens de LEBESGtJE, pour- 

r a  encore s' appeler "intdgralew de l9 Bquation [I] si on consent & ce  que 

[I] ne s o i t  p lu s  v i r i f i i e ,  en- t ou t  point x [o, a], comme dans l e  pre- 

mier cas, mais seulement presque partout.  

b) Le. th6orLme d9unic i t6  de CAUCKY pour l e  mouvement \a m a  dimension 

d' un point m a t h e l :  
C2I d*x/dt2 = ~ ( x )  

suppose essentiellement que l e s  forces X sont analytiques en x . Si 
\ l ' on  considere une fonction non-analytique pour x = 0, aussi simple que: 

x=+m 
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2-EQS, DE NAVIER ET kQ. DE L A  CHALEUR 

l e s  deux mouvements, d e f i n i s  pour t  2 0 p a r  

correspondent t o u s  deux aux memgs cond i t ions  i n i t i a l e s :  

L' in t roduc t ion  de f o r c e s  non-analytiques s u f f i t  pour d h t r u i r e  l e  d6ter-  

minisme dans l a  ~ d c a n i q u e  du po in t .  

2 - Les i q u a t i o n s  de NAVIER e t  l"qua6ion d e  l a  c h a l e u r .  

On s a i t  depuis  longtemps, que t o u t e  i n t e g r a l e  u(x, t )  de l9 h a -  

t i o n  de l a  chaleur:  

[31 

f o u r n i t  une i n t i g r a l e  des iqua t ions  de NAVIER, en posant: 

c e t t e  i n t h g r a l e  d i f i n i t  un mouvement du f l u i d e ,  en 19 absence de fo rce  

e x t e r i e u r e  Kg = 0; les p lans  p a r a l l e l e s  & Oxlx3 g l i s s e n t  l e s  uns s u r  

l e s  a u t r e s  s e  ddplagant en bloc,  l e s  t r a j e c t o i r e s  des  p a r t i c u l e s  Qtan t  

des  d r o i t e s  pa ra l l ' e l e s  & Ox1 '(shear flow). 

&I peut  t i r e r  de  c e t t e  remarque dlementai re  un cr i t e re  [49] qui met. 

s u  se rv ice  de  19 i t u d e  des dauat ions  d e  NAVIER, l a  somme, considerable  

aujourd'hui,  des  connaissances acquises  s u r  l 'hquat ion de l a  chaleur.  

Chaque fois que 1 'on se propose, en effet, de dkmontrer un thkore- 

me affirmant que toute intigrale des kqltat ions de NAVIER posse'd~t les 

propriktks A, B, C, + .  . posside ndcessairement la proprikti P ,  il suffit 
de vkrifier si, pour une intigraze de 1 'kquation de la chaleur, les pro- 

priktks A, B, C,. . . impliquent toujours la propriktk P; si ce n'est pas 

le cas, on est certain que le tGorbme est faux e t  il e s t  i n u t i l e  de 

s' acharner k s a  d6monstration, 



Bien entendu, l e  c r i tk re  ne fonctionne pas en sens inverse: 

Si 1 'on a prouv; que pour toute intigrale dc 1 'equation de la cha- 

Zeur Zes propriitks A ,  B, C, . . . imp1 iquent w e  propriktk P, i 1 noen rk- 
sulte nullement que la m$me implication soit vraie pour toute integrale 

des kquations de NAVIER; on peut soupgonner que l a  presence des termes 

non-lineaires, disparus dans 1' equation de l a  chaleur e t  presents dans 

l e s  equations de NAVIER, bouleverse completement l e s  rwports  logiques 

entre l e s  propri6tes A, B, C,. . . e t  P ; tout ce que lP on Peut t i r e r  du 

c r i th re  dans ce sens, c9 est  que si l e  theor2me A n  B n  . . . P e s t  

vrai  pour l e s  integrales de l9equation de l a  chaleur, l a  voie res te  ou- 

verte pour en chercher l a  dkmonstration pour l e s  Qquations de NAVIER. 

Du point de vue de l a  logique formelle, il es t  in&ressant de noter 

que des deux termes de 1 'a1 ternat ive: 

Pour 1 '&quation de la chaleur 

c 'est le second seul, qui jait progresser dk finit ivement nos connaissan- 

ces sur les intigrazes des kquations de NAVIER, le premier ouvrant la 

porte & una simple possibilite, tres 610ignee de la certitude. 
Rappelons, A t i t r e  d9 i l lus t ra t ion ,  quelques th;or&mes de l a  theorie 

de 19 iquation de l a  chaleur: 
(a) P.HARTMAN e t  A.WINTNER [24] ont gtabli: 

Etmt donnk un domaine ouvert D duns le plan (x ,  t) , si: 

(B) ut e t  uxx existent en tout point de D 

(C) u t  = UXX en tout point de D 

alors 

(b) E.HOLhiGREN [32] a d6montr6: 

Etant don& un domaine ouvert D duns le plan ( x ,  t )  , si: 



2-EQS. DE NAVIER ET EQ. DE LA CHALEUR 

en tout point de D  

alors 

(P) ~ ( x ,  t )  est analytique en x  sur tout segment parallkle ZL Ox 

cont enu dans . D . 

(c) E.HOLMGRJiN [32] asd&montr& que: 

Etant donnh un donaine ouoert D  dans le plan (x ,  t )  , les propo- 
sitions: 

(A) u(x ,  t ) f C(D) 

(B) u t ( x t t )  , u, (x , t )  , uxx(x, t ) c  C(D) 

(C) ut = uXx en tout point de D 

n'impliquent pas: 

(P) u ( x , t )  est une fonction analytique de t sur tout segment 

parallkle 21 Ot contenu dans D -  

Les thiorkmes ( a )  e t  (b) appartiennent au type: 4 fl ~n . . . 3 P ;  
on n9 en peut donc conclure r ien  de ce r t a in  concernant l e s  hauations de 

NAVIER; l e  th6orkme (b) montre seulement clue 1' on pour ra i t  chercher 

dhmontrer l a  proposi t ion suivant e (dont 1' importance n' a p a s  b e s o  i n  

d' &re  soulignge) . 
Etant donni un domaine ouvert D dans 1 'espace ( x ~ , x ~ , x ~ ,  t )  si 

(C) u j  ( x ,  t )  e t  p ( x ,  t )  sat is font les equations de NAVIER ( ~ j )  

en tout point de D  

alors 

(P) u f ( x , t )  et p ( x , t )  sont analytiques en ( x I , x 2 , x 3 )  en tout 

point du domaine D  continu dans un plan t = Constante. 



Par c o n t r e  l e  th&r;me (c) est du type A fl B f l  . . . & P ; il en 
decwle iewfhiatement c e  r e s u l t  a t  fondamental pour les equations de NA- 

VIER: 

Etant d m d  un domaine ouvert D dans 1 'espace (xl,x2,xS, t) les 

proposit ions: 

(C) u j ( x ,  t) e t  p(x,  t) sa t i s font ,  les  &quations de MVIER ( N ~ )  

en tout point de D 

n'inpl i p e n t  pas: 

(P) u j ( x ,  t) e t  p(x, t) sont analytiques en t en tout point du 
te domaine D cont enu duns un plan x, = cte , x2 = cte , x3 = c . 

G. DOETSCH [15] a donne de nombreux exempl e s  d' in tggrales  de  1' equa- 

t i o n  de l a  c h d e u r  non ana ly t iques  en t ; M . O M ,  - dont les recher- 
c h e ~  dans c e  domaine r e s t e n t  fondamentales encore aujourd'hui [21], [22] - 

a ddmontre que les i n t d g r a l e s  non analyt iques  en t peuvent tm&e ne pas  

& r e  quasi-analytiques,  au sens  de  CARL&MAN; l e s  recherches prhcedentes 
concernent s u r t o u t  l e  c a s  d 'une demi-bande B = { (x ,  t) : a < x < 6, 

0 c t < + 03) ; A. TYCHONOFF [94] a donne un exemple d ' in tegrales  non-ana- 

l y t i a u e s  en t dans l e  demi-plan D = { (x ,  t) : -m<x <+a , 0 c t  < tco) . 
Voici un exemple, dd 6 G.DOETSCH, don l a  t raduc t ion  dans l e  langa- 

ge de l a  ~ Q c a n i ~ u e  des  f lu ides ,  rend i n t u i t i v e s  l e s  r a i s o n s  d9 exis tence 

d' in tdgra les  non ana ly t iques  en t des hquations de  NAVIER. 

Prenons cornme domaine l a  demi-bande: 

Eh d&signant p a r  'I. un nombre p o s i t i f  a r b i t r a i r e ,  l a  fonction: 

s 
= x ( t - 7 ; y z  e x p  
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s a t i s f a i t  (A) ,  (B), (C) e t  nJ e s t  analytique en t sur aucune des droites 

x = xo , 0 o < ~o a .  La traduction de cet  exemple dans l e  langage de 

l a  Mkcanique des f luides es t  immediate: l e  fluide (qui, par hypothese, 

se  meut par plans para l le les  & Ox,x3),  e s t  contenut entre deux plaques 
planes x2 = 0 , x2 = a ;  l a  plaque x, = 0 es t  maintenue constamment 

fixe. l a  plaque x, = a , rest6e immobile pendant l ' intervalle 0 < t 17, 
3 a2 

orend pour t -  > T une vitesse k a l e  h a ( t  - sr5 exp [- ] : l e  
4 ( t  - T) 

fluide n'a aucun moyen de prGvoir l e  mouvement que nous appliquerons k 
ce t t e  plaque; c e t t e  impossibilite de prdvision implique que l a  vitesse 

du fluide u2 (x. t) dans un in terval le  0 < t < 8 ne predetermine nul- 

lement l e  prolongement de ce t t e  vitesse dans l ' i n t e rva l l e  8 5 t < + co; 

l a  fonction de t , qui d&fini t  u, ( x ,  t )  ne saurait  donc &t re  analyti- 

aue en t . 
Contentons-nous pour l e  moment de noter  que 1 ,existence d' int hgrales 

des equations de NAVIER, non anabytiques en t (qui ne sont m&e pas 

quasi-analytiques en t ,, au sens de CARLEMAN) est peut-&re grosse de 

conskquences, jusqu'ici malheureusement inexploitdes, duns 1 'ktl~de des 

circonstances qui pksident aux mouvements turbulent s d .  un f luide. 

3 - p r o p r i & t 6 s  d e s  s o l u t i o n s  de l ' e q u a t i o n  de  l a  c h a l e u r .  

Les l i ens  qu6 nous venons de souligner entre 1 equation de l a  cha- 

l eu r  e t  l'es equations de NAVIER: nous preparent k mieux comprendre kur- 

gence de f ixer avec precision l a  d6f in i t ion  des integralese en effet, pour 

1' equation de l a  chaleur, on dispose 8, l 'heure nctuelle, d5 un matbriel 

mathematique d' une t e l l e  richesse, que 19 on possede non seulement une, 

mais meme plusieurs thhories completes: e l l e s  d i f  fkrent l'une de 1 autre, 

pricis&ment, par l a  definit ion d> une " in t igra len  La compsraison de ces 

theories entre e l l e s  nous fournit,  en auelque sorte,  une i l lus t ra t ion  

exphrimentale de 19influence du choix de c e t t e  d6finition En reflechis- 

sant \a ce t t e  mult ipl ici th des thkories de 1 equation de la chaleur, nous 

touchons du doigt l a  dif  fhrence essent ie l le  entre l e s  Mathhmat iques e t  
l a  Physique ththrique; pour l e  ~ath6maticien l e s  thdories ( A ) ,  (B), (C) . 

- 13 - 



de 1' Qquation de l a  chaleur, puisqu9 e l l e s  sont logiquement cohkrentes, 

sont aussi valables 19 une que 1' autre; l e  Physicien au contraire, sera 

conduit en choisir  me; ce l l e  dont l e s  thior6mes ( T ~ )  , ( T * )  . . . ( T ~ )  
conduisent 8. un accord d9 ensemble avec l e s  f a i t s  experiment aux; seul ce t  

accord, en bloc, de l a  thhorie avec l'exphrience, e s t  discriminant; on 

ne peut admettre ou re je ter  a p r io r i  t e l l e  p r h i s s e ,  comme des dames qui 

choisiraient des chapeaux chez l a  modiste: 19 une d i t e s t e  l e  rose, l 'au- 

t r e  n' aime que l e  bleu.. . Ainsi entend-t-on dire,  parfois,  qu9 il faut 

exclure l e s  fonctions non bornkes, ou n9 admettre que des fonctions ana- 

lytiques, etc.  . . L' expression de ces "gouts" mathdmatiques n9 e s t  - e l  l e 

pas un peu f u t i l e ?  Seule l a  comparaison de l9 ensemble des consequences 

logiques d' une t h h r i e  avec 19 experience nous convaincraft en d e r n i ~ r  

ressort de l a  suphriorith de 19 un des choix. 

&ant soulignh leur valeur analogique pour l a  ~Qcanique des f lu i -  

des, esauissons maintenant quelques unes des thhories de 19 intigration 

de lr6quation de l a  chaleur: 

[31 

dans une barre indif in ie  - a, < x  < + a , ,  lorsqu9 on suppose donnie l a  

temperature i n i t i a l e  v ( x )  . Dans ce paragraphe nous designerons par: 

l e  demi-plan ouvert e t  par: 

l e  demi-plan semi fermh. 

Les diffhrentes t h b r i e s  s e  distinguent l e s  unes des autres par: 

(a) l a  classe des fonctions rdel les  v ( x )  , d6finies pour -a, < x  < +a, 

admises pour representer l a  temperature i n i t i a l e ;  

(B) l a  classe des fonctions r6elles u(x ,  t )  , di f in ies  dans D , ad- 

mises pour representer une inthgrale; 

(y) l e  sens prhcis don& k l a  phrase: ufx, t )  prend l a  valeur v ( x )  

pour t = 0 .  
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C* e s t  seulement auand ces  t r o i s  choix sont f a i t s  que l'on peut ed i -  

f i e r  une thkorie.  I1 e s t  curieux de cons ta te r  que, depuis l e  mhmoire 

i n i t i a l  de FOURIER (1822), l e s  contr ibut ions e s sen t i e l l e s  de FOURIER 

lui-mgme, de POISSON, de LAPLACE, de Lord RAYLBIGH, de  J .  BOUSSINESQ 

a ien t  fourni t a n t  de methodes ingenieuses e t  pmfondes de construction 

d9 expression analyt iques donnant des in tegra les ,  sans que jamais ces  

questions (a) , (P) , (y) ne s e  so ien t  pos4es: c9 e s t  seulememt au debut de 

ce  s ihc le ,  en t re  1900 e t  1920, que l e s  travaux de E.HOLMWiN, de M.GEVREY, 

de P. GOURSAT, de J. HADAMARD [23] ont souligne l a  necessi tk  de "bien po- 

s e r  l e  probl&men en s e  plapant dans des conditions, oh l ' o n  puiese &a- 

b l i r  non seulement un thiorbme d 'exis tence,  mais encore, un tGorkme 

d'unici t ; .  h 1936, dans son expose h i s tor ique ,  G.DOETSCH [15] a eu l e  

grand mhrite d a t t i r e r  fortement 1-attention su r  ce  point:  

"Pour que l e  problbme s o i t  clairement pose, il e s t  indispensable 

d'un pa r t  de p r i c i s e r  quel les  conditions on impose h l a  so lu t ion  e t  aux 

valeurs  su r  l a  fronti\ere,  de f ixer ,  d' au t r e  pa r t ,  l e  sens dans lequel 

l e s  conditions aux l im i t e s  doivent &re  interpretdes.  

"I1 e s t  r e g r e t t e r  qu9une p a r t i e  msme de l a  l i t t e r a t u r e  moderne, 

pour ne p lus  p a r l e r  de l a  p lus  ancienne, r e s t e  extrgmement vague sous 

ce  rapport. Ceci en t ra ine  d9 une pa r t ,  que l e s  t h k r i m e s  et dmonstrations 

sont faux eux-memes, d9 au t r e  pa r t ,  que des t h e o r h e s ,  j u s t e s  sous cer- 

t a i ne s  r e s t r i c t i o n s ,  son t  employ& dans des cas  oh ces  r e s t r i c t i o n s  ne 

sont  pas r e s ~ e c t e e s .  Ce sont sur tou t  l e s  demonstrations d9 unici t ;  qui 

montreht l a  dkcis ive du sens dans lequel on envisage l e  problk- 

me aux l imites" .  

Une revue rapide de quelques unes des t h k r i e s  de l 'hqua t ion  de l a  

chaleur,  bashes chacune su r  une riponse prec ise  aux questions (a), (13) e t  

(y), nous semble 6 c l a i r e r  tres heureusement l e s  d i rec t ions  diverses  que 

pourraient prendre des recherches s u r  l e s  i n t eg ra l e s  des 6quations de 

NAVIER. 

(A) On cons idhe  comme valeurs  i n i t  i s l e s  possibles  l e s  fonct ions v (x )  

s a t i s f  a i san t  simultankment h: 



On cho i s i t  comme ddf in i t ion  des mots 'prendre l a  valeur i n i t i a l e "  

l a  limite & deux dimensions dans l e  plan: 

(Y) l i m  u ( x , t )  = v ( a )  
x -a , t -o  

Ceci impose Qvidemment : 

Si l' on ajoute l e s  conditions: 

on ob t i en t  a lors  l e  thbrbrne de TYCHONOFF [941: 

Si v ( x )  satisfait h (a), l'intdgrale de WIS%W-FW?UER: 

reprksente dans D m e  intkgrale de l'kquation de la chaleur: c'est 

la seule qui vkrifie les conditions (13, ) , (6,) , (P,) e t  (y) .  

(B) On suppose: 

e t  on d i t  que u ( x , t )  prend l a  valeur i n i t i a l e  v ( x )  , si u ( x , t )  

tend faiblement vers  v ( x ) ,  c9  e s t  a d i r e  s i :  

Pour t ou t  i n t e rva l l e  f i n i  [a ,  bl e t  t ou t e  fonction g ( x )  f C[a, b ] .  

On impose a u ( x , t )  l e s  conditions suivantes: 

(a, ) ut (x i  t )  e t  u,,(x, t )  exis ten t  en tou t  point  du demi-plan D 

- 16- 
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(s2 ) u ( x ,  t )  , u t ( x ,  t )  e t  uxx(x, t )  E L(A) dans t ou t  m t a n g l e  f i -  

n i  A c D  

((3,) il e x i s t e  une constante a > 0 e t  deux suites 4, X: , x i  + +a), 

x i  -. - t e l l e s  aue: 

pour tou t  x  appzrtenmt l ' une  ou l ' a u t r e  des deux s u i t e s ,  Alors 

(J.L.B. COOPEX [14]): 

Si v ( x )  'sat isfait (a), 1 'int6grale de PDISSIUV-FCURIER [8] est 

wte intkgrale de 1 'Aquation de la chaleur; el le est la seule virifiant 

les conditions (B,) , (P2) , (B3) et i~ ) .  

(C) La formulation suivante, p lus  abs t r a i t e ,  due & E. HILLE [25], [26], 

[27], conduit consid6rer v ( x )  e t  u ( x ,  t )  (pour chaque t >O) 

come des po in t s  d9 un m8me espace fonctionnel,  cons t i tuan t  un espa- 

ce de Banachs  ; c ' e s t  sans doute l a  mieux adaptee \a l a  transposi- 

t i o n  dans l e  langage de l a  ~ e c a n i q u e  s t a t i s t i oue ;  quand t va r i e  de 

0 a + co , l e  po in t  at = u(x ,  t )  dbc r i t  une t r a j  e c to i r e  r i s sue  du 

point  id = v ( x )  ; l ' e space  de Banach 8 joue a i n s i  l e  r 6 l e  d'un 

"espace des phases", oh un point  w represente un e t a t  du systhme. 

On suppose: 

Nous designerons par  llvll l a  norme de v ( x )  ; nous supposerons: 

(4 1 u(x ,  t )  E 8 , pour tou t  t > o 

e t  nous donnerons & "u(x,  t )  prend l a  valeur i n i t i a l e  v ( x ) ' :  le sens 

d'une limite forte: 

l i m  Ilu(x, t )  -v(x) l l  = o 
t l o  

Supposons encore que u admette une derivee ut au sens f o r t ,  con- 

t i nue  au sens fo r t :  

(P2 ) ut ( x ,  t )  5 8 pour tou t  t > o 



( J u ( x , ~ ~  h l - ~ ( ~ , t )  
(a,) l i m  - ut (x ,  t ) J J  = 0 pour tout t > 0 

h- 0 

pour tout t > 0 . 

E. HILLE a p ~ e l l e  problkrne abstrait de CAUCWY, l e  problhme aui consi- 

s te ,  &ant donnhe une valeur i n i t i a l e  v ( x )  sa t is fa isant  (a),  trou- 

ver une intdgrale de 1, Qquation de l a  chaleur satisfaisant (PI ), (P, j, 
(P3), (P,) e t  prenant l a  valeur i n i t i a l e  au sens (y), puis A prouver 

que c e t t e  inthgrale es t  unique. 

E.HILLE a rhsolu [281 l e  problkme dans l e  cas o; 19espace de Banach 

es t  19 ensemble de toutes l e s  fonctions f ( x )  t e l l e s  que: 

(p -> 0 donnk) 

so i t  continue dans 1' intervalle f erme [- 01, + a11 . Cet ensemble con- 

s t i t u e  un espace de Banach ,% , si on l e  munit de l a  norme: 

Lorsque 0 5 p _< 1 , si v ( x )  bB 1 'cntkgrale de K3ISYN - FWRIHi 

[ 8 ]  donne une solution du probl&ne abstrait de CAKHY et cette solution 

est unique. 

Lorsque 1 < p 5 2 , si la fonction ~ ( x ,  t )  , difinie par 1 'intdgra- 
le de PDISWV-l?XRIER, appartient h a pour tout t > 0 ,  elle donne la 

solution unique du problbme abstrait de C4KHY; mais il y ades v ( x )  pour 

lesquel les u(x ,  t ) c  8 pour aucun t > O ; dans ce cas, le problkme n 'a 

pas de solution. 

Enfin lorsque p > 2 , si l i m  f ( x )  exp [- Ix lP]  # 0 l1rntigra1e de 
x-. *a, 

PDISSWV-FOURIER n'a de sens pour aucun t > 0 ; l existence de solutions 

du probl&ne abstrait de CAKW est douteuse; i 1 peut exister des solu- 

tions non nulles telles que: 

l i m  Ilu(x, t ) l l  - o 
t l o  

Sans une formulation precise e t  generale du probl;?me abst ra i t  de 
CAUCHY, des resul ta ts  analogues, trks intkressants, a v a i ~ n t  d6j $ 6 t h  ob- 



4-PARADOXES DE LA MECANIQUE DES FLUIDES 

tenus par  S.BOCHNFR e t  CHANDRASFKHARAN [%I pour l e  cas  des espaces de 
Banach L(- co, t oo )  e t  L2(- co, t oo) , specialement importants. 

4 - Paradoxes de l a  mecanique des f lu ides .  

Les theor ies  (A) , (B) e t  (C) sont in te ressan tes  parce que ,  d a n s  

chaaue cas ,  on a pu prouver un theoreme d existence e t  un thhorkme d W -  

c i t e ,  une bonne t h h r i e  do i t  a i n s i  8 t r e  basee s u r  des premisses ( a ) ,  (p) 
e t  (y), assez l a rges  pour aue des i n t eg ra l e s  ~ u i s s e n t  e x i s t e r  e t  su f f i -  

samment e t r o i t e s  pour que l e u r  un i c i t e  s o i t  garant ie ,  il y l a  une sor- 

t e  de compromis, d6 l i ca t  2 r ea l i s e r ,  auquel il fau t  prendre garde e t  qui 

explique ce r t a in s  paradoxes frdquemment rencontres en ~ g c a n  i aue  d e s  

f lu ides .  

Pour en donner un exemple, considerons l e  mouvement plan d k n  f l u i -  

de visqueux incompressible, ou l e s  t r a j  e c to i r e s  sont des c i  rcon fkrences 

ayant l ' o r i g i n e  0 pour cen t re  Ut i l i sons  des coordonnees polaires (r,B) 

e t  disignons par  C ( r , t )  l e  tourb i l lon  ~ u i  e s t ,  comme on l e  s a i t ,  per- 

pendiculaire au plan du mouvement. Des c s l c u l s  c lassiques permettent de 

deduire des equations de NAVIER que c ( r ,  t )  do i t  &re une solut ion de 

1' ;quation de l a  chaleur  en coordonnees po la i resG 

Pour e tud ie r  l a  d i f fus ion  Gu tourb i l lon  par  l a  v i s cos i t e ,  on con- 

s i de re  une i n t eg ra l e  de [9] qui "prend comme vale.lrW une fonct ion don- 

nee GI(?-) ; 1' in s t an t  t = 0 . Si 1' on cho i s i t  l a  double l i m i t e  dans 

l e  ~ 1 9 n  ( r ,  t )  

(YI l i m  C ( r , t )  @(a)  
r-a, t-o 

il e s t  parfaitement possible  de cons t ru i re  :-me Lheorie analogue ?i (A), 

posskdant un theorkme d. exis tence e t  d un i c i t e  $lais on ecar te ,  du meme 

coup, l e  cas  ou w ( r )  e s t  discontinue, c e s t -8 -d i r e  de nombreux pro- 
blkmes etudies  dans tous  l e s  t r a i t e s  de Mecsnique des fluides; par  exem- 

p lee  



(a )  noyau tourbi l lonnaire  d' intendit6 constante wo : 

(b) tourb i l lon  ponctuel de c i rcu la t ion  ro : 

Pour obten i r  des solut ions & ces probl&mes, on e l a r g i t  (y) en rem- 

plagant l a  double l imi t e  par  une limite & r constant: 

(Y') l i m  C ( r ,  t )  = ~ ( r )  pour tou t  r 
t i 0  

(on place un instrument de mesure en un point f i xe  du plan e t  on ktudie 

l a  l im i t e  de l a  courbe enregistrde lorsque t 1 0). 
Dams l e  cas  du tourbi l lon ponctuel, on donne en ghn6ral l'in&grale: 

qui e s t  continue dans l e  domaine: 

oh e l l e  s a t i s f a i t  1' &quation de l a  chaleur. 

Mais si l 'on  ne prend pas de prhcautions suppl&mentaires, on risque 

de perdre 1' unicit;; en e f f e t  l a  dhriv6e pa r  rapport ?i t de la fonction 

[lo] s a t i s f a i t  hvidemment [9] ; done K ddsignant une constante arbi- 

t r a i r e ,  l a  fonction: 

e s t  Qgalement une intkgrale  de [9] dkfinie  dans l e  m&e domaine que [lo] 

La c i rcu la t ion  qui l u i  correspond a pour valeur: 



e t  on a ,  pour [ll] comme pour [lo] : 

l i m  C ( r , t )  = 0 
t i  0 

l i m  r ( r ,  t )  = ro 
tCo 

Les deux i n t i g r a l e s  [lo] e t  [ll] sont tou tes  deux continues a in s i  

que toutes  l eu r s  derivees p a r t i e l l e s  dans l e  domsine A ; e l l e s  sont du 

meme type, non bornhes au voisinage du point  r = 0 , t = 0 ; e l l e s  sa- 

t i s f o n t  tou tes  deux aux conditions du probleme exprimees p a r  [121; pour 
I I 

preferer  1' une 8. 1' aut re ,  c' e s t  k d i r e  pour conserver l'unicit;, il fau- 

d r a i t  donc in t rodui re  des conditions suppldmentaires; si on l e s  omet, 

l e s  conclusions qu' on en t i r e  perdent beaucoup de valeur, pu i squ91  nn" y 

a plus de raison de prhfhrer  19 in thgra le  [lo] 1' in thgra le  [ll] . 

5 - ~ 6 c e s s i t e  d' un th&or&me d' existence et  unicitj! pour l e s  
equations d e  Navier. 

Pour 19htude  des inthgrales  des hauations de NAVIEX, dans l e  cas  

r ien de comparable aux exemples (A) , (B) , (C) du 5 3 n9 ex i s t e  

& 19 heure ac tue l le ;  on e s t  t r h s  l o in  de connaTtre 1' influence de prk- 

misses equivalentes & (a) , ((3) e t  (y ) ,  sur  l a  pos s ib i l i t e  d ' b t a b l i r  un 

theorbme d' exis tence e t  d9 un ic i t i .  
Dans l e  cas  du f l u ide  incbmpressible, sans f ront ihres ,  remplissant 

tou t  l 'espace, nous posshdons, il e s t  v r a i ,  l e s  recherches t r e s  impor- 

t an t e s  e t  t r e s  profondes de J.LERAY [78]; mais e l l e s  sont ,  malheureuse- 
vent, i nu t i l i s ab l e s  comme point de d ipa r t  d'une ktude de l a  turbulence 

homAgene; en voici  l e s  raisons. 
La force vive du f lu ide  contenu dans un domaine B de 1' espace: 

s' introduisant naturellement dans tou t  problkme de ~ e c a n i q u e  des f l u i -  

des, on do i t  nkcessairement supposer Cue c e t t e  i n t i g r a l e  a un sens, c 'est  

2 1  .. 



h d i r e  que uj (x ,  t )  E L2 ( B )  , pour t ou t  domaine f i n i  B ; A tou t  ins tan t  

t > 0 ,  c e t t e  condition e s t ,  bien entendu, s a t i s f a i i e  si nous imposons 

l a  condition p lus  fo r t e  u j ( x ,  t )  E C ( B )  ; par  contre,  ?i l q n s t a n t  i n i -  

t i a l ,  nous avons l e  choix, e t  c ' e s t  une hypothese que de poser: 

pour tou t  B f i n i  

Mais J-LERAY va p lus  loin:  il postule  que la  force v i v e  t o t a l e  du 

fluide e s t  f in ie ,  c 9 e s t  & d i r e  qu ' i l  cho i s i t  come premisses: 

pour tou t  t > 0 

p = { x :  - a , < x j  < + a ,  , j = 1,2,3). 

Autrement d i t ,  en adoptant l e  langage de 19 exemple (C) ,  il ope\re 

constamrnent duns un espace de Hilbert;  )t chaaue i n s t an t  l e s  proprietes  

de 1' espace de Hilbert  interviennent  dans s e s  demonstrations. O r  l a  no- 

t i on  de turbulence homogene s'oppose & considerer l a  f o r ce  vive t o t a l e  

comme f in ie :  des  fonctions uj (x ,  t )  , periodiques en x  , doivent pou- 

vo i r  en t re r ,  comme cas  p a r t i c u l i e r ,  dans l e  cadre general des cham~s  de 

vecteurs spatialement homog\enes; dans ce cas, 1' i n t eg ra l  e: 

ne s au ra i t  a t r e  f i n i e .  

Si 190n  ne f a i t  aucune a u t r e  hypothese, que 19 existence de l a  for-  

ce vive pour t o u t  domaine B f i n i ,  1-nsemble des champs de v i tesses ,  

correspondant k une turbulence homogene, cons t i tue  un espace fonctionnel 

appartenant k l a  categorie  des espaces de G.MACKEY. La topologie de ces 

espaces s e  d & f i n i t ,  non & p a r t i r  d9 une norrne (comme dans l e s  espaces de 

Banach, dont 1' espace de Hi lber t  e s t  1' exemple l e  p lus  simple),  mais & 
p a r t i r  d 'une fami l le  de pseudo-norrnes; il e s t  nature1 de prendre ic i  l e s  

boftes  cubiques: 

B N Z  {x : - N s x j  I N  , j -; 1,2,3) 

e t  l P o n  considerera comme fami l le  de pseudo-normes du champ de vecteurs 


