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DEl:iOUSTRATION ALGEBRIQUE DU THE9lYME 
~ 

RIEMANN-ROCH 

Lection 1. 

INTRODUCTION. =:;========== 
II Y a trois pOints de vue, trois manH~res de fomuler et (t n 

demontrer Ie Theoreme de Riemann-Roch, savoLr' 

1- 1e point de vue de 1a Theorie des fonations. 

11- 1e point de vue de l'a1gebx9. 

111- ce1ui de la geom~trie a1gebrique. 

I. Dans la theorie des fonctions; 1e point de depart est 

un0 surface de Riemann ou Riemannienne close. Les fonctions me~e

morphes sur la Riemannienne forment un oorps de fonations K. Si 1& 
est une de ces fonations, toutes les Butres sont des ioDitions 

algebriques de z1' 

II. Dans 1a theorie algebrique, Ie point de depart est un 

corps K=k(z1"" ,3r ), ou k est un corps de constantes arbitraire, 

et ou tous 1es generateurs z1, ••• ,zr sont des fonctions algebriquoe 

d'un entre eux, qui n'est pas algebrique par rapport a k. 

III. Si on ajoute a z1, ••• ,zr une coordonnee homogene zo=1, 

on obtient un point generique (zo'." 'Zr) d 'une courbe algebri(lHO 

(dans .1'espace projectif S • Les pOints de 1a courbe sont les spe
r 

cia1izstions du point generique. Le corps K est 1e corps des fona-

tions rationelles sur la courbe: 

F('ol "," Zt), 

G (:t Q I' . • I Z t) 
ou F et G sont des formes du mame degree 

On peut passer directement de la Riemannienne a 1a courbe C. 

Soient zO"."Sr des fonctions meromorphes sur ls Riemannienne, at 
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soi t P un point de la Rie.,..nj enn.e. Dans. ~'~touraga d.e 1'. le.s 

fonct~ z-01.,. ,!lI:r :peuvent at:re devel.opp'ee en series de puissun

cos de 1a variable locale t. 

Si quelques-unea de cas fonctions ont un pele a P, on mul tip:uS 
a toutes ces series par une puissance t de Borte que les series 

taZOf"'ftaZr ne contiennent pas de termes negatives: 

et que les bi ne sont pas tous zero. 

A1ors, en posant t=O, on obtient un point (bo,b1 , ••• ,br ) de La 

courbe C. 

Done: A chaque point P de la Riemannienne correspond un seul 

point de 1a courbe C. 

11 peut se passer qu'un point de la courbe correspond a 
plusienrs points de la Riemannienne. Pour eviter eela, on 

eonstruit un modele Ct de la courbe C sans points multiples 

dans un espace Sr" Alors chaque point de C' correspond a ID1 

seul point de la Riemannienne. 

Qu ' eat-ce qui correspom, dans la theorie algebrique, aux 

pOints P de la Riemannienne ou de la courbe a'? 
Ce sont lea valuations du corps K. 

Partons d'un point P de la Riemannienne • Chaque fonction 

u a un certain ~ a P: l'ordre eat positif pour un zero de ]a 

fonction et negatif pour un p~le. L'ordre est aimplement Ie 

premier exposant dans le developpement de lafonction u. 

Cet ordre o(u) ales proprietea suivani~~ 

(1) o(u) est un entier, excepte 0(0)=00 

(2) o{uv) = o{u)+o(v) 

(3) o (u+v) ~ Min (ou,ov) 

(4) o(c)=O s1 c est une conataate ~O. 
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Une application 0 de K ayant les proprietes (1)-(4), est 

appelee une valuation discrete du corps de fanctions K. 

Noua avone vu qu'A chaque point P de la RiQJllaJUl1enl\e cor

respond une valuation Ope AUBsi a chaque pOint pI non generique 

de la courbe C' correspond una valuation, detinie comme suit. Soit 

une fonction de K at soient a at b les multiplicites d'intersectio~ 

des hypersurfacee F et B avec C' a P'. Alors 

o(u) = a - b 

ales proprietes (1 )-(4). 8i P' et pI! sont algebriquemebt conjugea 

par rapport a k,les valuations correspondant a P' et pI! sont los 

m~mes. Dons: A chaque groupe de pOints conjuges par rapport a k 

torrospond une valuation 0 du corpa K. 

On peut demontrar gu'on obtiont ainsi toutes les valuations 

discrete s de )f. 

Les valuations 0 , qui jouent, dans la theorie algebrique, 

Ie mAme r~le que les points de la Riemannienne ou du modele C' 

jouent dans les autres theories,seront appeles places du corps K 

at denotes par P,Q, etc. 

Pour chaqqe place P, les fonctions u a valeur non negatifs 

forment un annaau Ep, l'anneau de la valuation, at les u a valeur 

posi tive forment un ideal Ip dans cet anneau, 1'ideal de la v:¥Y--&l

.ll..9.!!. L I anneau residuel Ep/lp est un col1S fini sur k, le corpe. 

~duel ~ de la valuaaion. 3i k est algebriquement ferme, 011 n 

toujours kp=k. 

Le degre f d'une place Pest 1e degre du corpa de residua kp p31:' 

rapport a k. Si v1 , ••• ,vf forment une base de ~, les elements 

de kp sont c1v1+ ••• +cf vf • Les Vi Bont des classes de residua, msie 

j'indiquerai par Ie m~~e sjmbole des fonctions Vi representant cos 
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cl3.sses. 

Soit P une place et 7t une fonction de val&ur mivima1e posi

tive. En di.viaan:t. taus les o(u) par 0(11"), on peut suppoaer 

o(1T' )=1. 

Alora, ai f=1, chqque fonotion u peut ~tre developpee en 

serie de puissances formelles 

Si f > 1, ~n a au lieu de (1) 

(2) 

Les series (1) et (2) oorrespondent aux series c1assiques 

Diviseurs. Si on ass~gne, a un nombre fim de places P, dOt! 

exposants entiers e, on obtient un diviseur 

Par exemple, 1es P peuvent ~tre les z~roa et peles d'une 

fonction u, chacun avec sa propre multip1icit6 e=o(u}. Alors 

D= If pe est appele 1e diviseur de u et on ecrit D=(u). 

Le produit de deux diviseurs est forme par l'addition des 

exposants: 

8i D= 1T pe, on definit D-'= 1T p-e. Une fonction u est multiple do 
-1 D , si on a o(u) ~ -e pour les plaoes P qui entrent dans le pro. 

duit, o(u) ~ 0 pour lea autres places. 
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Le degre n(D) du diviseur D= ITpe est defini comme 

n(D) =E ef 

au fest 10 degre de P. 

Le probleme qui conduiy au theor~me de Riemann-Roch est: 

Combian de fonctions u lineairement independants existent, qui 

sont des multiples d'un diviseur D-1 donne? La reponse est donnee 

par la formule bien connue 

(D) n(D) - g+i(D)+1 

ou g est Ie genre de la courbe at i(D) l'indica de specialite 

du divisemz D. 

Pour traduire ce problema dans Ie language de la geometric 

algebrique, on represente les fonctions u comme quotients de fonnoD 

du mllme dcgre 
FoA 0 t' ... +F;:~t . . 

et la quostion se reduit a l'autre: Quelle est la dimension pro

jective r= ..e (D)-1 d 'une serie linhire complete de groupes do 

pOints, coupea sur la courbe 0' par un syeteme de formes 

F 0 A 0 + ••• +Fr)..1f.. dont aucune n' est nulle e .. r toute la courbe, 

qui contient un groupe donne D? 

La ~ethode de construction est differente dans les trois 

theories. Dans la theorie des fonctions, on commenve a construire 

des integrales AbHiennes de seconde espece J 'II" ott a p51es 

donnees, et on demande combien de ces integra!es ont des periodes 

nulles. On peut ~oiBtruire 1es differentielles V dz par une 

methode algebrique (voir Lection 2), ou bien on peat construire 

1a partie reelle de l' integrale J = f v dz comme fonction hanuo

nique au moyen du Principe de Dirichlet (voir H.Weyl, Die Idee 

der Riemannschen FIMche) au par Ie methode alternante de Schwarz 

(voir Nevanlinna, Uniformisierung p.150). 


