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Geleitwort

Die geometrische Quantisierung symplektischer Phasenrdume ist ein wichtiger Zweig der
modernen Analysis. Sie hat Querverbindungen zur harmonischen Analysis (Darstellungs-
theorie von Lie-Gruppen), zur mathematischen Physik (semiklassische Approximation
quantenmechanischer Systeme) und zur Operatorentheorie (Schrodinger-Operatoren). Das
zentrale Konzept umfasst eine Familie von Hilbert-Zustandsrdumen mit Deformationspa-
rameter (,Plancksche Konstante“) sowie eine entsprechende Familie von Hilbert-Raum-
Operatoren, die zu einem gegebenen ,Symbol“ gehoren, das eine glatte Funktion auf
dem zugrundeliegenden Phasenraum ist und als klassische Observable gedeutet wird. Das

Standardbeispiel hierfiir ist der quantenharmonische Oszillator.

Neben der iiblichen ,reellen“ Quantisierung, bei der die Symbolfunktionen auf dem Ko-
tangentialbiindel eines Konfigurationsraums leben und der Hilbert-Raum aus Wellenfunk-
tionen der Positionskoordinaten besteht, gibt es auch die ,, komplexe® Toeplitz-Quantisie-
rung, bei der der Phasenraum eine komplexe Polarisierung als Kéhler-Mannigfaltigkeit
besitzt und dementsprechend die Zustédnde durch holomorphe Funktionen gegeben sind.
Die quantisierten Observablen erhalten hier eher den Charakter von Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren und leiten daher schon zur Quantenfeldtheorie (in unendlich vielen

Variablen) iiber.

Die Beziehung zur harmonischen Analysis ergibt sich neben den Schrédinger-Darstellungen
der Heisenberg-Gruppe iiber ,interne“ Symmetriegruppen, die im Gegensatz zur Heisen-
berg-Gruppe nicht nilpotent sind, sondern meist als kompakte Matrixgruppen (etwa die
unitire Gruppe) gewihlt werden. Die Darstellungstheorie dieser kompakten Lie-Gruppen
beruht auf der Cartan-Weyl-Theorie des hochsten Gewichts und ist im Prinzip wohlbe-

kannt.

In neuerer Zeit spielen aber auch nicht-kompakte halbeinfache Lie-Gruppen eine wich-

tige Rolle in der Quantisierungstheorie, und die hier kompliziertere Darstellungstheo-



rie kann im Zusammenhang mit Quantisierung neue Impulse erhalten - bekanntlich eine
Hauptmotivation zur Entwicklung der geometrischen Quantisierung. Die vorliegende Ar-
beit beschiftigt sich mit dieser Situation, genauer mit der Quantisierung beschrankter
symmetrischer Gebiete in einer oder mehreren komplexen Variablen. Diese kénnen als
Quotient G/K realisiert werden kénnen, wobei G eine halbeinfache Lie-Gruppe hermite-

schen Typs ist und K deren maximal kompakte Untergruppe.

Aufgrund der komplexen Struktur dieser Gebiete werden zur Toeplitz-Quantisierung nach
F. A. Berezin die sogenannten Toeplitz-Operatoren gewéhlt. Dabei sind die Hilbert-
Réume gewichtete Bergman-Réume holomorpher Funktionen auf G/K, und aufgrund
des hohen Symmetriegrads kann der Bergman-Kern explizit als Potenz eines Determi-
nantenpolynoms dargestellt werden. Hierfiir ist die von M. Koecher entwickelte Jordan-

theoretische Beschreibung symmetrischer Gebiete von zentraler Bedeutung.

Die Analyse der Berezin-Toeplitz-Operatoren auf den Bergman-R&umen kann nun in zwei-
erlei Richtung erfolgen. Zum einen kann man Toeplitz-Operatoren in sogenannten Stern-
produkten multiplizieren, dann erhélt man asymptotische Entwicklungen analog zu den
Moyal-Produkten der semiklassischen Approximation. Alternativ ist aber auch die Struk-
tur der von den Toeplitz-Operatoren erzeugten C*-Algebra von hohem Interesse, da diese
ein ,nicht-kommutatives“ Analogon der Geometrie des zugrundeliegenden symmetrischen
Gebiets G/K einschliefllich des Randes darstellt.

Fiir den Fall des Hardy-Raums auf dem Shilov-Rand S von G/K ist in [Upmeier 4]
eine Strukturtheorie der Toeplitz-C*-Algebra mit einer Klassifikation aller irreduziblen
Darstellungen auf Rand-Facetten sowie den ersten Schritten fiir eine Index- und eine
K-Theorie entwickelt worden. Die Hauptschwierigkeit besteht in der Tatsache, dass der
Rand von G/K nicht glatt ist, sondern eine Stratifizierung in G-Bahnen besitzt, wel-
che sich in der Darstellungstheorie der Toeplitz-C*-Algebra widerspiegelt. Andererseits
trégt der Shilov-Rand eine transitive Wirkung der kompakten Lie-Gruppe K, und die zu-
gehorige Darstellungstheorie sowie die Struktur der Gruppen-C*-Algebra erlauben es als
entscheidenden Schritt, die Hardy-Toeplitz-C*-Algebra als Kreuzprodukt einer Koaktion

zu realisieren.

Versucht man nun wie in dieser Arbeit, eine entsprechende Strukturtheorie fiir Bergman-
Toeplitz-Operatoren zu entwickeln, so liegt es nahe, die nicht-kompakte Lie-Gruppe G als

Symmetriegruppe in den Mittelpunkt zu stellen und die im Fall des Hardy-Raums erfolg-
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reiche Methodik auch auf G anzuwenden. Hier stellt sich etwas iiberraschend heraus, dass
die im kompakten Fall relevanten Koaktionen nicht angewandt werden kénnen, sondern
durch das duale Konzept der Gruppenaktionen zu ersetzen sind. Daher liegt es nahe, die
nicht-kommutative Dualitéit von Gruppen-C*-Algebren in einem allgemeinen Rahmen zu
entwickeln und den inneren Bezug der verschiedenen Konzepte deutlich zu machen, wobei
als zentrales Ergebnis stets ein Bidualitits-Satz (Katayama) steht. Die vorliegende Arbeit

ist im 4. Kapitel genau diesem Projekt gewidmet.

Des Weiteren besteht bei der nicht-kompakten Gruppe G das Problem darin, eine fiir eine
stark stetige Gruppenaktion geeignete C*-Algebra beschriankter Funktionen auf G/K zu
konstruieren, deren Darstellungen in den Toeplitz-Operatoren reflektiert werden. Diese
Konstruktion gelingt mit Hilfe der Karpelevié-Kompaktifizierung symmetrischer Raume,
wobei die Rand-Facetten durch Limiten geoditischer Kurven beschrieben werden. Die-
se Idee konnte auch als Ausgangspunkt fiir weitergehende Untersuchungen im nicht-
symmetrischen Fall dienen. Als Folge konnen nun ein Bidualitidts-Satz vom Katayama-
Typ sowie einige bekannte Resultate zum unitéren Dual halbeinfacher Lie-Gruppen be-
nutzt werden, um analog zum Hardy-Raum-Fall die Bergman-Toeplitz-C*-Algebra in ein
C*-Kreuzprodukt einzubetten, aber fiir eine Aktion statt einer Koaktion. Diese Untersu-

chungen in Kapitel 6 und 7 kénnen als Hauptergebnis der Arbeit bezeichnet werden.

Neben diesen spezifischen Forschungsthemen bietet die vorliegende Arbeit aber auch In-
teressantes fiir einen breiteren Leserkreis, insbesondere einen recht umfassenden Uberblick
iiber die bestehenden Quantisierungsmethoden. Dabei wird neben dem analytischen Zu-
gang mittels C*-Algebren und nicht-kommutativer Dualitdt auch der mehr algebraische
Zugang iiber Hopf-Algebren und Quantengruppen (Kapitel 2 und 3) beschrieben, um die
Ahnlichkeiten und charakteristischen Unterschiede deutlich zu machen. SchlieBlich gibt
Kapitel 5 eine Einfiihrung in die Geometrie symmetrischer Gebiete sowie ihre Jordan-

theoretische Beschreibung.

Insgesamt handelt es sich um einen aktuellen und zukunftsweisenden Beitrag zur geome-

trischen Quantisierung im Rahmen der komplexen Analysis.

Marburg, im Januar 2011 Harald Upmeier
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Kapitel 1
Einfiihrung

Diese Arbeit ist ein Beitrag zur Quantisierung im Rahmen der nicht-kommutativen Dua-
litdtstheorie von Gruppen und C*-Algebren, d. h. der ,nicht-kommutativen* Verallgemei-
nerung der Pontryagin-Dualitit. Dieser Zugang ist besonders geeignet fiir Systeme mit
hohem Symmetriegrad, wie zum Beispiel Quantengruppen oder symmetrische Raume,
weil die Eigenschaften zueinander dualer Strukturen genutzt werden kénnen, wobei die
Symmetrie in der jeweiligen Struktur als Relation bzw. Gruppenoperation eingeht. Die

beiden Hauptaufgaben der Arbeit sind daher

1. die umfassende Darstellung der Quantisierung mittels Dualitdtstheorie sowohl im
algebraischen Rahmen der Hopf-Algebren als auch im analytischen Kontext der
Hopf-C*-Algebren und

2. die Untersuchung der Situation komplex-symmetrischer Gebiete, in denen die Berg-
man-Raume als Hilbert-Zustandsriume und die Toeplitz-Operatoren als quantisierte

Observablen die entscheidenden Rollen spielen.

Der Schwerpunkt der ersten Aufgabe liegt in der Herausarbeitung der jeweils spezifischen
Methoden zur Dualitétstheorie, ndmlich die Drinfel’d-Doppelkonstruktion im algebrai-
schen Teil und die Anwendung der Katayama-Dualitat fiir C*-Algebren im analytischen
Teil. Im letzteren Fall hat Upmeier bereits eine Strukturtheorie fiir Toeplitz-C*-Algebren
auf dem Hardy-Raum entwickelt [Upmeier 1], [Upmeier 3], [Upmeier 4], bei der aller-
dings keine eigentliche Quantisierung vorliegt. Diese ergibt sich erst bei den (gewichteten)
Bergman-Rdumen. Als Hauptergebnis der Arbeit wird gezeigt, dass die Bergman-Toeplitz-
C*-Algebra ebenfalls mittels C*-Dualitéit beschrieben werden kann. Interessanterweise
tritt aber im Bergman-Fall das Kreuzprodukt von C*-Algebren auf, wiahrend im Hardy-
Fall das Kokreuzprodukt die entscheidende Rolle spielt. Dieser Zusammenhang bleibt fiir
den allgemeinen Fall der diskreten Reihe giiltig, auf den im Abschnitt 7.1 der Arbeit
T. Skill, Toeplitz-Quantisierung symmetrischer Gebiete auf Grundlage der C*-Dualitit,

DOI 10.1007/978-3-8348-8179-3 1,
© Vieweg+Teubner Verlag | Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH 2011



eingegangen wird. In den darauf folgenden Abschnitten wird dann der spezielle Fall der
gewichteten Bergman-Riume betrachtet und damit auch die Verbindung zur Quantisie-

rung hergestellt.

Im algebraischen Teil werden Quantengruppen skizziert. Ihr Ursprung liegt in der Quantum-
Inverse-Scattering-Methode, die durch L. D. Faddeev und der ,Leningrader Schule* der
mathematischen Physik entwickelt wurde und darauf abzielt, bestimmte integrierbare
Quantensysteme zu losen. Diese Methode basiert im Wesentlichen auf der Quantum Yang-
Baxter Gleichung, deren Losung mit R bezeichnet wurde und den Namen R-Matrix erhal-
ten hat. In den 1980er Jahren entdeckte man, dass Losungen konstruiert werden kénnen,
indem man Darstellungen bestimmter Algebren verwendet, die Deformationen einhiillen-

der Algebren von halbeinfachen Lie-Algebren dhneln.

Ein weiterer Weg, zu Quantengruppen zu gelangen, ist, Funktionenalgebren und ihre De-
formation zu studieren. Mit dieser Philosophie stéfit man auch auf natiirliche Weise auf
Hopf-Algebren. Betrachten wir eine diskrete, topologische, Lie- oder algebraische Gruppe
G, dann untersuchen wir die Algebra der stetigen, C* oder Polynom-Funktionen von G in
den zugrundeliegenden Korper K. Diese Denkweise hat Drinfel’d auf Quantengruppen er-
weitert, indem er klassische Koordinatenringe durch Deformation zu nicht-kommutativen
und nicht-kokommutativen Hopf-Algebren quantisierte und ihre Darstellungstheorie un-
tersuchte. Diese Hopf-Algebren bestehen aus nicht-kommutativen Funktionen auf einem
nicht-existierenden Objekt, ndmlich einer zu G gehorenden ,Quantengruppe®. Somit ist
klar, dass Quantengruppen an sich nicht existieren, aber ihre Funktionenalgebren, die

bequemlichkeitshalber selbst als Quantengruppen bezeichnet werden.

G

U(g) = C=(G)

U(g)

Gy

U;(9) 2 C(G)

Uy(g)

Im Diagramm nehmen wir nun G als Lie-Gruppe an, dann gibt es eine nicht-entartete
duale Paarung zwischen den glatten Funktionen C'*°(G) auf G und dem Dual U*(g) der
universell einhiillenden Algebra ¢/(g). Wir erhalten also C**(G) = U*(g). Damit haben wir
die obere Zeile der Beziehungen erklirt. Es ist zu unterstreichen, dass die Bedeutung der
Quantengruppe Gy nicht als Quantisierung von G aufgefasst werden kann. Diese fehlende
Korrespondenz stellt aber kein Problem dar, denn jede Fragestellung kann als eine von

C(G) ausgedriickt werden.
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Eine Moglichkeit, eine Quantengruppe zu konstruieren, ist, sie aus der quantisierten uni-
versellen Einhiillenden und deren Dual, einer quantisierten Funktionenalgebra, als Doppel
zu erzeugen. Dieses Doppel ist eine quasi-trianguldre Hopf-Algebra, womit im quantisier-
ten Fall ihre Nicht-Kommutativitdt und ihre Nicht-Kokommutativitét einhergeht. Diese
ebenfalls auf Drinfel’d zuriickgehende Idee bildet die algebraische Grundlage fiir unse-
ren analytischen Teil. Wir arbeiten beispielhaft die Dualitdt der quantisierten univer-
sellen Einhiillenden U, (s1(2,C)) und der (quantisierten) Koordinatenfunktionenalgebren
K(SLy(2,C)) explizit heraus. Die Einzelergebnisse der Berechnungen zur Dualitét wer-
den im Anhang aufgefiihrt. Anschliefend erértern wir detailliert die Doppelkonstruktion.
Dabei verwenden wir im Abschnitt 3.2.2 eine neue Notation fiir die Koassoziativitéit, die
die Einsteinsche Summenkonvention beriicksichtigt und die Rechenoperationen der Ele-
mente im Tensorprodukt verdeutlicht. Auch die Schreibweise fiir die Aktion im Abschnitt
3.2.1 ist neu und hilft, die Rechnungen iibersichtlich zu gestalten. Diese beiden Arten der
Notation sind sehr niitzlich, um die Bedingungen fiir vertrigliche Paare zu beweisen, die

die Grundlage der Doppelkonstruktion bilden.

In der Dualitétstheorie im analytischen Kontext der C'*-Algebren stehen natiirlicherweise
andere Methoden im Vordergrund. Um die nicht-kommutative Dualitét lokalkompakter
Gruppen herauszuarbeiten, sind Hopf-C*-Algebren und Aktionen bzw. Koaktionen auf
ihnen erforderlich. Um die Einsabbildungen in der Hopf-C*-Algebra {iberhaupt bilden zu
koénnen, muss zunédchst die C*-Algebra als Ideal in eine unitale C*-Algebra eingebettet
werden. Diese unitale C'*-Algebra ist bis auf Isomorphismen eindeutig: es ist die Multplier-
Algebra. Die Aktion einer Gruppe, aufgefasst als Algebraautomorphismus, kommt hinzu
und fiihrt zu einer grofleren C*-Algebra, genauer einer Multiplier-Algebra: dem Kreuz-
produkt. Dann benétigen wir noch die Aktion auf der dualen Gruppe und kommen so
zur Koaktion einer Gruppe auf einer C'*-Algebra. Damit sind wir vorbereitet, die nicht-
kommutative Dualitét zu untersuchen. Hierfiir arbeiten wir den Dualitétssatz von Ka-
tayama aus, d. h. die Kreuzproduktdualitdt von (reduzierten) Koaktionen und und die
Kokreuzproduktdualitéit von (reduzierten) Aktionen. AuBerdem geben wir den Beweis ex-
plizit mit dem entsprechenden Kac-Takesaki-Operator, und damit ist die Darstellung fiir

Kreuz- und Kokreuzprodukt einheitlich.

Nun kommen wir zum zweiten Teil der Arbeit. Im Jahre 1935 gab E. Cartan cine vollsténdi-
ge Klassifikation Hermitescher symmetrischer Raume an. Er bewies, dass jeder Hermite-
sche symmetrische Raum ein Produkt irreduzibler Hermitescher symmetrischer Rdume
ist und es exakt vier Klassen und zwei Ausnahmefille irreduzibler Hermitescher symme-
trischer Rédume gibt. Harish-Chandra bewies 1956, dass jede Hermitesche symmetrische
Mannigfaltigkeit holomorph &quivalent zu einem komplex symmetrischen beschrankten

Gebiet ist. M. Koecher zeigte 1969, dass Jordan-Algebren und Jordan-Tripelsysteme in
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der komplexen Analysis angewandt werden kénnen, um insbesondere die beschriankten
symmetrischen Gebiete algebraisch zu beschreiben. Toeplitz-Operatoren und Toeplitz-
C*-Algebren auf symmetrischen Gebieten sind mit der Jordan-algebraischen Struktur der
zugrundeliegenden Gebiete iiber die Szegé-Projektion auf dem Hardy-Raum H?(S) und

die Bergman-Projektion auf dem Bergman-Raum H?(B) eng verbunden.

Nach einer Darstellung der wesentlichen Ergebnisse aus der Theorie der Jordan-Algebren
und der Hilbert-Raume holomorpher Funktionen wird zunédchst der Hardy-Raum-Fall fiir
die Toeplitz-C*-Algebra T(S) mit S = K/L detailliert ausgefithrt. Zunéchst wird im Ab-
schnitt 6.1 gezeigt, dass die Szegd-Projektion als Linksfaltungsoperator aufgefasst werden
kann. Im anschliefenden Abschnitt 6.2 verwenden wir diese Projektion zur Definition
des Toeplitz-Operators. Dann zeigen wir in Abschnitt 6.3 die Realisierung der Toeplitz-
C*-Algebra als Unteralgebra eines Kokreuzprodukts einer passenden (Hopf-C*-Algebra-)
Koaktion. Dabei verbessern wir Upmeiers Argument beim Beweis der C*-Koaktion an
der Stelle, an der die Dichtheit des algebraischen Tensorprodukts in der Fourier-Algebra

verwendet wird (Proposition 6.3.5).

Bei der Bergman-Raum-Theorie gibt es eine Reihe von Parallelen, aber auch Unterschie-
de zur Hardy-Raum-Theorie. Wir zeigen in Abschnitt 7.1, dass die Bergman-Projektion
ein Linksfaltungsoperator ist, allerdings nicht auf der kompakten Gruppe K, sondern auf
der nicht-kompakten Gruppe G. Dabei wird die holomorphe diskrete Reihe als Prototyp
fiir die gewichteten Bergman-Réume verwendet; hier sei betont, dass die Konstruktion
auch fiir die volle diskrete Reihe gilt. Anschlieend konstruieren wir in Abschnitt 7.2 den
Bergman-Toeplitz-Operator und realisieren die Bergman-Toeplitz-C*-Algebra als Unter-
algebra eines Kreuzprodukts im Abschnitt 7.4. Um dieses Kreuzprodukt iiberhaupt defi-
nieren zu kénnen, bendtigen wir eine nicht offensichtliche Funktionenalgebra gleichméBig
stetiger Funktionen; diese entwickeln wir in den Abschnitten 7.3.1 und 7.3.2. Dafiir wenden
wir einige Ergebnisse der komplexen Analysis an. Bei der Realisierung als Kreuzprodukt
werden neben der Katayama-Dualitéat tiefe Sétze der Topologie des unitdren Duals ange-
wandt, mit deren Hilfe der Nachweis gelingt, dass die Bergman-Toeplitz-C*-Algebra eine
Unteralgebra des Kreuzprodukts ist. Mit diesem Ergebnis konnte im Prinzip die Dar-
stellungstheorie des Bergman-Raum-Falls bestimmt werden, wie es im Hardy-Raum-Fall

[Upmeier 3], [Upmeier 4] erfolgt ist, aber darauf werden wir nicht mehr eingehen.

Nun ist noch die Frage offen, warum dies ein Beitrag zur Quantisiserung ist. Dazu erliutern
wir zunéchst kurz die Quantisierung.

Quantisierung ist ein mathematisches Konzept dafiir, etwas ,,Stetiges* auf eine diskrete
Menge von Werten einzuschriinken. Das einfachste Beispiel ist eine Einschrinkung von R
auf N. In der Physik bedeutet Quantisierung, aus einem klassischen System

((M,w), {, }, Hiass.) mit einer 2n-dimensionalen symplektischen Mannigfaltigkeit (M, w)



als Phasenraum, der Poisson-Klammer {, } auf der Observablenalgebra A = C*(M) und
der Hamilton-Funktion Hp,ss. (glatte reellwertige Funktion auf M) als klassischer Be-
wegungsgleichung, einen korrespondierenden Hilbert-Raum H zu konstruieren. Genauer

heift Quantisierung, eine bijektive Abbildung
A A

von der Menge der klassischen Observablen A in die Menge der Quantenobservablen A
(Menge der selbstadjungierten Operatoren auf einem Hilbert-Raum #H) zu definieren.
Die Abbildung g, hingt vom Parameter i (reduzierte Plancksche Konstante!) ab. Die
Einschrankung der Abbildung g5 auf den Unterraum der beschriankten klassischen Obser-
vablen Ay ist ein Homomorphismus auf den Unterraum der beschrinkten Quantenobser-
vablen Ay = An L(H), die die Eigenschaft

lim a7 (0 ()an(2) + i (F2)an( i) = i fo

und das (Bohrsche) Korrespondenzprinzip

%iiféQ£l({Qh(f1)7Qh(fZ)}h) ={fi, f2}

fiir alle f1, fo € Ag erfiillen. Der Isomorphismus zwischen der Lie-Algebra beschriankter
klassischer Observablen und der Lie-Algebra beschriankter Quantenobservablen besteht

aber nicht grundsétlich, sondern nur im Limes.

Physikalisch bedeutet dies, dass stetige Zustéinde und Ubergéinge durch ganz bestimm-
te (ndmlich diskrete) ersetzt werden, d. h. zwischen diesen bestimmten Zusténden und
Ubergiingen sind keine anderen erlaubt. Damit ist der Ubergang von der klassischen Me-
chanik zur Quantenmechanik beschrieben, in dem die stetigen klassischen Groflen durch
diskrete GroBlen der Quantenmechanik ersetzt werden. In der klassischen Mechanik hin-
gegen werden die beobachtbaren physikalischen Bestimmungsgrofien durch reelle, in den

meisten Féllen auch glatte Funktionen F'(g¢,p) auf dem Phasenraum dargestellt.

Fiir die Untersuchung von C*-Algebren, die vom Deformationsparameter A abhéngen und
sich dem klassischen Limes annéhern, gibt es zwei Untersuchungsrichtungen: Erstens, kann
man den Kommutator zweier quantisierter Funktionen betrachten, der durch eine Korrek-
tur der Poisson-Klammer auf der Mannigfaltigkeit gegen null geht (semiklassischer Limes).

Zweitens, einen nicht-storungstheoretischen Ansatz (s. [Borthwick/Lesniewski/Upmeier])

Das Plancksche Wirkungsquantum h ist eine fundamentale Naturkonstante der Quantenphysik. Es
ist nach Max Planck (23. April 1858, Kiel - 4. Oktober 1947, Gottingen) benannt, einem deutschen
Physiker und Nobelpreistriger fiir Physik 1918. Man bezeichnet mit A = 2’—; das reduzierte Plancksche

Wirkungsquantum.



zu wihlen, in dem Toeplitz-Operatoren als Quantisierungsabbildungen genutzt werden?.
Die Idee, Toeplitz-Operatoren zur Quantisierung zu nutzen, ist in Berezin® ([Berezin])
zu finden. Eine physikalische Interpretation ist hingegen spekulativ. Im zweiten Ansatz
wird die transitive Aktion einer biholomorphen Gruppe verwendet, die in allen Hermite-
schen symmetrischen Rdumen vom nicht-kompakten Typ enthalten ist und diese Raume
mit der Planckschen Konstante h verbindet. Ausgehend von komplexen Hermiteschen
Réumen kompakten und nicht-kompakten Typs, die als beschriinkte symmetrische Gebie-
te S=K/L bzw. B =G/K c C" realisiert sind, wird die Quantisierungsabbildung

A:C=(B) - L(H)
f = Af)

realisiert durch (unbeschrinkte) Operatoren auf einem komplexen Hilbert-Raum H, die

die Kovarianzbedingung

Afogr = U(9)AsU(g7")

fiir alle g € G und irreduzible (projektive) Darstellungen U von G, die auf H wirken. Die
Sichtweise, dass die holomorphe Reihe ein Prototyp fiir Bergman-Réume ist, stellt die
Verbindung von einem parameterabhéngigen Mafl zu einem symmetrischen Raum her.
Dieser Parameter ergibt im Verhéltnis zum Geschlecht des Gebiets die inverse Plancksche

Konstante, also

Somit sehen wir, dass jeder Toeplitz-Operator T, zu einem gewichteten Bergman-Raum

gehort, wobei eben dieses v eine Verbindung zur Planckschen Konstante hat.

2Hier wird auf die (Berezin-)Toeplitz-Quantisierung als eine Form der Deformationsquantisierung Be-
zug genommen. Rieffel ([Rieffel], S. 91) sieht dies nicht als Deformationsquantiserung, weil nicht ein de-
formiertes Produkt gesucht wird, sondern die Quantisierung durch die Korrespondenz einer beschrénkten
messbaren Funktion zum Toeplitz-Operator besteht, wenn das Maf} eine Funktion der Planckschen Kon-
stante ist. Dafiir spricht, dass die Konstruktion des Toeplitz-Operators auf die (Ko-)Kreuzproduktbildung

zuriickzufithren ist, und somit die zu erfiillenden Bedingungen gleich sind.
3Felix Alexandrovich Berezin (25. April 1931 in Moskau - 14. Juli 1980 im Kolyma-Gebiet) war ein

russischer Mathematiker und theoretischer Physiker. Er begriindete die sog. Supermathematik.



Teil 1

Dualitidt im algebraischen und

analytischen Kontext

Im ersten Teil werden detailliert die grundlegenden Konzepte der Dualitétstheorie
(bspw. Quantendoppel) dargestellt, und zwar sowohl im algebraischen Rahmen der Hopf-
Algebren als auch im funktionalanalytischen Kontext der W*- und C*-Algebren. Das
Ziel ist, die enge Beziehung zwischen dem algebraischen und dem funktionalanalyti-
schen Zugang aufzuzeigen und fiir Operatoralgebren eine einheitliche Beweisfithrung der
Katayama-Dualitéitsséitze zu erreichen, d. h. simultan fiir Aktionen und Koaktionen auf
C*-Algebren. Diese Beweisfithrung kann als relativ elementar und dennoch vollstdndig
bezeichnet werden und stellt gegeniiber den Originalarbeiten, in denen Aktionen und
Koaktionen durchaus unterschiedlich behandelt werden, eine Prézisierung und Verein-
heitlichung dar.

Im zweiten Teil werden die Katayama-Sitze auf eine konkrete Quantisierungsmethode
angewandt, wobei erstaunlicherweise sowohl Aktionen als auch Koaktionen eine wichtige

Rolle spielen und die C*-Dualitétstheorie benutzt wird.



Kapitel 2

Hopf-Algebren

Der Begriff Hopf-Algebra ist aus Hopfs' Beschiftigung mit der Kohomologie kompakter
Lie-Gruppen und ihrer homogenen Riume entstanden (s. [Hopf], § 3, Randziffer 19, S.
37). Die dort noch verwendeten Restriktionen (wie die Existenz einer Graduierung), um
die topologischen Anforderungen erfiillen zu kénnen, konnten durch die Verwendung von
Hopf-Algebren in anderen Gebieten immer mehr wegfallen. Chevalley erweiterte die Lie-
Theorie auf algebraische Gruppen, aber dort ist die Beziehung zwischen Lie-Gruppen und
Lie-Algebren (im Falle der Charakteristik p # 0) nicht giiltig. Um diese Schwierigkeiten zu
umgehen, fithrten Cartier, Manin, Grothendieck et al. Hopf-Algebren in der algebraischen
Geometrie ein. Dort entsteht ihre doppelte Rolle: Zum einen sind die linksinvarianten
Differentialoperatoren einer algebraischen Gruppe eine kokommutative Lie-Algebra, die
mit der einhiillenden Lie-Algebra der Charakteristik 0 koinzidiert. Zum anderen bilden
die reguldren Funktionen einer affinen algebraischen Gruppe (mit gewohnlicher Multipli-
kation) eine kommutative Hopf-Algebra.

Diese beiden Situationen beschreiben ein generelles Phénomen der Dualitét von Algebren.
So besteht fiir eine endliche Gruppe G, einen Kérper K, die dazugehorige Gruppenalgebra
K[G] und die Algebra K(G) der K-wertigen Abbildungen von G die natiirliche Dualitét

der Vektorrdume durch

(Zag'gvf>: Zag'f(g)

geG geG

fir ¥ a,-g € K[G] und f € K(G). Die beiden Betrachtungen im néichsten Beispiel stellen
geG
die Verbindung zum zweiten Abschnitt dieser Arbeit her.

Heinz Hopf (19. November 1894 in Griibschen bei Breslau - 03. Juni 1971 in Zollikon, Schweiz) war

deutsch-schweizerischer Mathematiker.
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Beispiel 2.0.1. 1. Fliir eine lokalkompakte Gruppe G ist die Algebra LY(G) der inte-
grierbaren Funktionen mit Faltungsprodukt dual zur Algebra L*(G) der beschrdink-

ten messbaren Funktionen (mit punktweiser Multiplikation).

2. Ist G eine Lie-Gruppe, so ersetzt man im vorangegangenen Beispiel L'(G) durch
die Faltungsalgebra Co(G) von Distributionen mit kompaktem Triger und L*(G)
durch die Algebra C*(G) der glatten Funktionen: Die Algebra Co(G) ist dual zu
C=(G).

Hier weisen wir darauf hin, dass jeweils mindestens eine der zueinander dualen Algebren
eine graduierte Algebra? iiber einem kommutativen Ring ist. Dies dndert sich mit dem

Auftreten von Quantengruppen?.

2.1 Algebrastruktur

Eine (nicht notwendigerweise assoziative) Algebra iiber dem Ring R ist ein R-Modul A

mit einer Verkniipfungsabbildung

cAxA > A

(z,y) » ay
fiir alle 2,y € M, so dass fiir alle z,y,z € A und a € R gilt:
1 z(y+2)=ay+az,
2. (x+y)z=xz+yz,

3. (az)y = a(zy) = x(ay).

?Eine N-Graduierung ®t einer Algebra A ist eine Familie (6t(A)),ey von R-Untermoduln mit den

Eigenschaften, dass

1. die durch Einbettungen ®t,(A) = A induzierte kanonische Abbildung
P &r,(A) > A
n=0
ein R-Modulisomorphismus ist und
2. &, (A) - 6r,,(A) c Bty (A) fiir alle n,m e N gilt.

Eine R-Algebra zusammen mit einer N-Graduierung heifit (N-)graduierte Algebra.
37Zu  Quantengruppen sind zahlreiche Biicher erschienen. Wir nennen hier auszugsweise

[Chari/Pressley], [Klimyk/Schmiidgen] und [Majid 2].
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