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Prologo

El presente libro tiene su origen en los cursos de Matematicas Discretas y
de Logica Matematica ofrecidos por el autor durante los ultimos afios en los
programas de Ingenieria de Sistemas y Matematicas, respectivamente, en la
Universidad del Norte.

En el contenido de la obra se destacan dos partes bien diferenciadas: la Lo-
gica Matematica y la Teoria de Conjuntos. En la primera parte se presentan
dos capitulos: El calculo proposicional y Una introduccién a la Logica de pri-
mer orden. En el primer capitulo se presentan la sintaxis y la semantica para
el calculo proposicional, donde el principal resultado es el teorema de com-
pletitud, es decir, se demuestra la equivalencia entre formulas demostrables y
tautologias. En el segundo capitulo se introducen los lenguajes de primer or-
den y se demuestra, solo en una direccidn, el teorema de completitud de Godel.
La segunda parte del texto esta dedicada a la presentacion del sistema axioma-
tico de Zermelo-Frinkel para la teoria de conjuntos. Al final del capitulo se
presentan los nimeros naturales y el principio de induccion.

Otro aspecto relevante de la presente publicacion es la elaboracion del sofi-
ware educativo MaXI, que anexamos como un producto visible del proyecto de
investigacion “Dos tdpicos en matematicas discretas", financiado por la Uni-
versidad del Norte en la convocatoria interna del periodo 2008 - 2009.

El objetivo de esta herramienta pedagogica es ayudar en el proceso de apren-
dizaje de los diferentes conceptos presentados en el aula de clases. Para la
elabo-racion, diagramacion y programacion de los diferentes algoritmos invo-
lucrados en el software se vincularon al proyecto en calidad de jovenes inves-
tigadores los ingenieros de sistemas Luis Carlos Lombana, Alonso Garcia y el
ingeniero electronico Darwin Villar.

En este punto es preciso agradecer a la Direccion de Investigacion y Proyec-
tos de la Universidad del Norte por el apoyo durante la ejecucion del proyecto

IX
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de investigacion, a Ediciones Uninorte, al Departamento de Matematicas, a
Luis Lombana por su dedicacion, esfuerzo cientifico y excelente trabajo du-
rante la coordinacion del Grupo de Jovenes Investigadores, a Darwin Villar
por la lectura del manuscrito y sus valiosas sugerencias, a Alonso Garcia por
su apoyo constante.
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Capitulo 1

Calculo proposicional

Contenido
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1.2, Sintaxis . . ... ... ... 0 i i i i 12
1.2.1. Algoritmo de decisiéonl . . . . . ... ... .. 18
1.2.2. Unicidad en la escritura de una formula . . . . . 19
1.2.3. Recursividad en formulas proposicionales . . . . 22
1.3. Notacion libre de paréntesisopolaca. . . . .. .. .. 29
1.3.1. Algoritmode decisionIl . . . . ... ... ... 32
1.4. Unsistemadeductivo ... ............... 35
15, Semantica. . . .. ... .. ... ... 0o 42
1.5.1. Equivalencias y el principio de sustitucion . . . . 53
1.5.2. Formasnormales . . ... ............ 58
1.6. Ejercicios . . . ... ... ... ... 0 0. 64

En el primer capitulo abordamos el calculo proposicional. Inicialmente pre-
sentamos algunos aspectos histéricos de la misma y posteriormente nos con-
centramos en dos tdpicos centrales, la sintaxis y la semantica, parte en donde
se destacan la demostracion del teorema de completitud para el calculo propo-
sicional y las formas normales de una formula proposicional.
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1.1. Un poco de historia

Durante mucho tiempo se han distinguido tres grandes partes de la légica:
la 16gica formal, la logica simbolica y la 16gica matematica. En la actualidad
existen algunas subdivisiones adicionales, por ejemplo, la logica paraconsis-
tente, cuantica e intuicionista entre otras. La 16gica formal fue iniciada por los
griegos hace por lo menos veinticinco siglos. Aristoteles' establecié y desa-
rroll6 las bases de la l6gica formal. Para €I, la 16gica era una introduccion al
saber general, por cuanto constituye una especie de instrumento para todas las
ciencias.

Establecidos en lo que posteriormente se denomind el Organon, que signi-
fica instrumento, los tratados 16gicos de Aristoteles contienen el primer trata-
miento sistematico de las leyes del pensamiento en relacioén con la adquisicion
del conocimiento, que hacen especial énfasis en el estudio del silogismo. Es-
te es un conjunto de tres enunciados o proposiciones que tienen entre si la
siguiente relacion: el tercero se deduce de los dos primeros. A los dos prime-
ros se les denominan premisas y al Gltimo se le llama conclusion. Aristoteles
considerd cuatro tipos de premisas:

el universal afirmativo  Todo A es B

el universal negativo Ningtin A es B
el particular afirmativo  Algin A es B

el particular negativo ~ Algin A no es B

Un ejemplo clasico de silogismo es el siguiente:

Todo mentiroso es ladron
Leodn es mentiroso
Leén es ladron

La caracteristica mas importante de la 16gica aristotélica es que se fundamen-
té en los denominados lenguajes naturales y, por ende, se mantuvo al margen
de las matematicas.

Los mejores trabajos en logica elaborados durante la Edad Media se deben
a Ibn-Sina?, conocido en Occidente como Avicenna. Estos fueron escritos en
arabe y traducidos de manera incompleta al latin.

! Aristoteles (Estagira, 384 - Calcis, 322 a. C.) Filosofo griego, discipulo de Platéon.
2Abu Ali al-Husayn ibn Abd Allah ibn Sina (Jurasan, 980 d. C. - Hamadén, 1037) Médico,
filésofo y cientifico persa.

Capitulo 1. Calculo proposicional
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Durante los dos ultimos afios el prestigioso logico Wilfrid Hodges, profe-
sor de la Escuela de Ciencias Matematicas Queen Mary, de la Universidad de
Londres, ha traducido a partir de fuentes originales en arabe muchos de los
trabajos de Avicenna entre los que se destacan: Ibn Sina on modes, Ibn Sina
and conflict in logic, Ibn Sina on understood time and aspect, Ibn Sina on
patterns of proofs y Abstract State Machines as a tool for history of logic.
Estos trabajos han puesto en evidencia que la alta componente formal de algu-
nas légicas de Aviccena las hace muy cercanas a algunas de J. Lukasiewicz®.

Todos estos documentos pueden obtenerse en la pagina web [10].

Los l6gicos de Occidente contemporaneos con Avicenna no alcanzaron a es-
tablecer una teoria con un alto componente formal, en la medida en que su
mayor esfuerzo se concentrd en estudiar y formular leyes logicas para el len-
guaje natural del momento, el latin. Como su nombre lo indica, los lenguajes
naturales tienen su origen y desarrollo de manera espontanea, esto es, su evo-
lucidon no obedece a la implementacion de una teoria previamente elaborada,
sino que, por el contrario, esta se realiza con posterioridad a su misma conso-
lidacion.

En la era contemporanea los 16gicos fundamentaron su éxito en la introduc-
cion y estudio de lenguajes formales o simbolicos que se desarrollaron a través
del establecimiento de una teoria como fundamento de dicho lenguaje, cual
es, por ejemplo, el lenguaje de la logica matematica. El punto de partida de
un lenguaje formal es el establecimiento de un alfabeto, o sea, un conjunto
de simbolos con los que se pueden construir las palabras. En este aspecto no
existe diferencia con los lenguajes naturales, es decir, la sola posesion de un
alfabeto, probablemente distintos, es un punto en comun.

Haciendo uso de la yuxtaposicion de los simbolos del alfabeto y de la defi-
nicidon de unas reglas claras se construyen las formulas proposicionales, que
se definen de manera recursiva y que van a representar las palabras del nuevo
lenguaje. En los lenguajes naturales las oraciones pueden definirse como una
sucesion finita de palabras. Sin embargo, la consistencia de cualquier com-
binacién de palabras no estd garantizada: esta depende de una sintaxis y una
semantica que son fruto de la formalizacién del desarrollo espontaneo del len-
guaje natural en consideracion. Asi se concluye que con los lenguajes naturales
la situacidn es similar, pero a la inversa.

Una diferencia sustancial entre los lenguajes naturales y formales es que en
los ultimos el simbolismo inherente no permite preestablecer una interpreta-
cion de una formula proposicional considerada, mientas que en un lenguaje

3Jan Lukasiewicz (Lvov, 1878 - Dublin, 1956) Logico y filosofo polaco.

1.1. Un poco de historia
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natural dado cada palabra en una oracion tiene de antemano su significado.
Asi, los lenguajes formales en principio estan al margen de cualquier compo-
nente semantico; desde el punto de vista de la informatica esto es una fortaleza,
ya que de entrada se eliminan las ambigiiedades propias de la polisemantica
tipica de los lenguajes naturales.

Uno de los grandes pensadores de la época interesado en dar su aporte en
ese sentido fue G. Leibniz.* A la muy temprana edad de 19 afios presento la
propuesta de una lingua philosophica o characteristica universalis, es decir,
un lenguaje riguroso, exacto y universal en el que se reflejara la estructura del
pensamiento y con el que, ademas, con este se pudiesen deducir todo lo relacio-
nado con consistencia y consecuencia. Leibniz presentd en 1690 su propuesta
en la obra Ars Combinatoria (Discurso sobre el arte combinatorio) con el
objetivo de utilizar la simplicidad de la estructura matematica para reflejar la
complejidad de los pensamientos. Como gran dificultad aparecia que un sim-
ple analisis del lenguaje no era suficiente para efectuar un analisis profundo de
los contenidos de los pensamientos. No obstante, Leibniz aplicd con éxito mé-
todos matematicos a la interpretacion de la silogistica Aristotélica, y propuso
un calculo de la adicién real mostrando que partes del algebra estan abiertas
a interpretacion no aritmética. Lamentablemente su obra no fue ampliamente
conocida en su época.

A partir del siglo XVIII el término logica fue utilizado por grandes filoso-
fos, como E. Kant® y F. Hegel®, en un sentido muy distante de la concepcion
clasica de su significado. En su obra Critica de la razéon pura Kant afirmé
inicialmente que existen formas puras a priori del entendimiento y de la razon.
La logica la divide en analitica trascendental y dialéctica trascendental. Por
su parte para Hegel la 16gica no era simplemente un problema de las reglas del
razonamiento verdadero, sino que la 1dgica es la ciencia del ser, cuyo objetivo
es revelar su esencia. Por ello la 16gica hegeliana es una ontologia. Hegel desa-
rroll6 su estudio de la 16gica haciendo uso de un esquema de tres categorias:
las fundamentales del ser, las fundamentales de la esencia y, finalmente, las
fundamentales del concepto.

“Leibniz, Gottfried Wilhelm (Leipzig, 1646 - Hannover, 1716) Matematico y filésofo ale-
man. En 1661 ingreso en la Universidad de Leipzig para estudiar leyes, y ras tarde se trasladd
a la Universidad de Jena, donde estudié Matematicas con E. Weigel.

*Emmanuel Kant (Konigsberg, 1724 - 1804) Filésofo aleman. En 1740 ingresé a la Univer-
sidad de Konigsberg como estudiante de Teologia y fue alumno de Martin Knutzen, quien lo
introdujo en la Filosofia Racionalista de Leibniz y Wolff.

Georg Wilhelm Friedrich Hegel (Stuttgart, 1770 - Berlin, 1831) Filésofo aleman. Estu-
dié Teologia inicialmente en Stuttgart y posteriormente en Tiibingen, donde compartio con el
filésofo Schelling, quien le facilitd su ingreso como docente a la Universidad de Jena.

Capitulo 1. Calculo proposicional
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En el siglo XIX se retomaron y ampliaron las ideas de Leibniz. Los trabajos
de un gran nimero de matematicos y filésofos procuraron expresar la forma de
los argumentos validos en el lenguaje simbolico. Entre estos podemos destacar
inicialmente a W. Hamilton” y A. De Morgan®. Afios mas tarde G. Boole’
aplicé una serie de simbolos a operaciones 1dgicas e hizo que estos simbolos
y operaciones conservaran la misma estructura logica que el algebra abstracta.
En 1854 publicé su obra An investigation of the Laws of thought on which
are founded the mathematical theories of Logic and Probabilities, libro
que trataba por completo de la l6gica simbolica y su algebra.

El desarrollo posterior de la 16gica simbolica, segunda mitad del siglo XIX,
se recogid en las investigaciones de grandes genios; sin embargo, ocup6 un
lugar especial G. Frege!?, considerado el autor de la légica contemporinea.
En 1879 publico la obra Begriffsschrift (Escritura conceptual), la primera del
autor en el campo de la logica; con ella introdujo una nueva sintaxis en la
que destaco la inclusion de los llamados cuantificadores, y fue el primero en
separar la caracterizacion formal de las leyes 16gicas de su contenido seman-
tico. Una vez fijados los principios axiomaticos de la 1dégica acometié la tarea
de edificar la aritmética sobre la base de aquella; su obra Grundgesetze der
Arithmetik (Fundamentos de la aritmética) aparecié en 1884.

Después de Frege aparecio la colosal obra Principia Mathematica de A.
Whitehead!! y B. Russell'?, cuyos tres volumenes fueron publicados, respec-
tivamente, en 1910, 1912 y 1913. Esta obra puede considerarse como la con-
clusion de algunas de la propuestas centrales de Frege en la medida en que
introdujo en la logica los métodos y notacion del algebra abstracta. La idea de
Russell y Whitehead era evitar la paradoja presentada en el sistema logico de
Frege y demostrar la posibilidad de deducir toda la matematica de la 16gica,
esto es, resolver un problema de completitud.

"William Rowan Hamilton (Dublin, 1805 - 1865) Matematico, fisico, astrénomo y filosofo
irlandés. Estructur6 la teoria de los niimeros complejos, los cuales definié como parejas de
numeros reales. De especial importancia fue su aporte a la teoria de los cuaterniones.

8 August De Morgan (Madura, 1806 - Londres, 1871) Matematico britanico. Miembro de la
Royal Society, colaboro en la fundacién de la Mathematical Society. Trabajo en la convergencia
de las series y la teoria de probabilidades.

George Boole (Lincoln, 1815 - Ballintemple, 1864) Matematico britanico. A los dieciséis
afios ensefid Matematicas en un colegio privado. En 1849 fue nombrado profesor de Matemati-
cas del Queen’s College, en Cork, donde permanecio el resto de su vida.

10Friedrich Gottlob Frege (Wismar, 1848 - Bad Kleinen, 1925) Matematico y filésofo aleman.

' Alfred North Whitehead (Ramsgate, 1861-1947) Matematico y filosofo britanico.

2Bertrand Arthur William Russell (Trelleck, 1872 - 1970), Matematico, fildsofo y 1ogico
britanico, alumno de Whitehead. Premio nobel de Literatura en 1950.

1.1. Un poco de historia
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Durante la segunda mitad del siglo XX se dieron los principales avances en
lo que hoy se denomina 16gica matematica; a diferencia de lo anterior, ahora se
estudian los sistemas formales, lo que da origen a la usualmente denominada
Metamatematica. Uno de los problemas a considerar es la axiomatizacion de
las teorias matematicas, es decir, preguntarse si existe para toda teoria un con-
junto finito de axiomas a partir de los cuales se pudiese derivar formalmente
todos los teoremas de la teoria considerada.

Uno de los principales exponentes de esta parte de la teoria fue D. Hilbert, '3
quien durante el congreso internacional de 1900, presentd en Paris una lista
de problemas, entre los que se destaco la importancia de dar formalidad a la
nocion de algoritmo. De un modo concreto Hilbert planted el problema de la
decision del sistema axiomatico (Entscheidungsproblem), el cual consistia
en encontrar un algoritmo que decidiera en un nimero finito de pasos si un
teorema era o no deducible formalmente a partir de un conjunto de axiomas.
Un papel central jugd K. Godel'*: a los 24 afios de edad como estudiante de
la Universidad de Viena presentd su tesis doctoral sobre un conjunto de axio-
mas de 16gica elemental con los cuales se demostrd que es posible derivar todas
y solamente las verdades de la 16gica. La demostracion del teorema de comple-
titud para el calculo de predicados trajo la falsa esperanza a los matematicos
que trabajaban en esa area de que el programa de axiomatizacion de Hilbert
seria viable. No obstante, un afio después, en 1931, el mismo Godel publicd en
la revista alemana Monatshefte fiir Mathematik und Physik ¢l extremada-
mente dificil y brillante articulo titulado Uber formal unentscheidbare Sitze
der Principia Mathematica und verwandter Systeme (Sobre proposiciones
formalmente indecidibles de Principia Mathematica y sistemas afines) con el
cual echo por tierra el suefio hilbertiano.

El trabajo de Godel es sin duda uno de los mas famosos de la historia de
la matematica. Sin embargo, distaba del alcance de muchos miembros de la
comunidad matematica de la época. En esta joya de la matematica moderna,
el término proposiciones indecidibles indicaba la existencia de proposiciones
que no pueden ser demostradas ni refutadas dentro de un sistema dado. Como
notamos antes, la expresion Principia Mathematica se referia a la obra de
Whitehead y Russell.

P David Hilbert (Wehlan, 1862 - Gottingen, 1943) Matematico aleman. Estudié en Kénigs-
ber, Heidelberg y Berlin; en esta ultima asistio a los cursos de Weierstrass, Kummer, Helmholtz
y Kronecker.

Kurt Gédel (Briinn, 1906 - Princeton, USA, 1978) Logico austriaco. Por su origen judio se
vio obligado a abandonar la ciudad durante la ocupaci6 nazi y emigrar a Estados Unidos, donde
ocupd una plaza como profesor en el Instituto de Estudios Avanzados de Princeton.

Capitulo 1. Calculo proposicional
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Una de las primeras consecuencias negativas del teorema de incompletitud
era que resultaba imposible encontrar un sistema axiomatizado consistente con
el cual puede deducirse toda la aritmética elemental de los nimeros naturales.
Por consiguiente, existiran verdades matematicas no susceptibles de obtenerse
como teoremas, es decir, no existe siempre una equivalencia entre los concep-
tos de verdad matematica y teorema. Otra consecuencia del teorema de incom-
pletitud era la no existencia de un algoritmo de decision, ya que toda teoria
decidible es axiomatizable. Podemos decir, sin embargo, que con Hilbert se
colocaron las bases para las relevantes aplicaciones de la logica matematica en
la informatica.

Entre las multiples aplicaciones podemos destacar el problema de la calcula-
bilidad y los problemas de inteligencia artificial. Los personajes centrales en el
desarrollo de la calculabilidad fueron E. L. Post!>, A. Church'® y A. Turing!”.
Entre los aportes de Post se encuentran la elaboracion de un sistema para con-
trolar la validez de las formulas de la logica sentencial mediante tablas de
verdad. Este cofundador de la teoria moderna de la computacion introdujo el
concepto de grado de indecidibilidad y creé el sistema formal llamado maqui-
na de Post, equivalente a la posteriormente denominada maquina de Turing.
Por otra parte, en los trabajos de Church fue notable su concepto de calcula-
bilidad y su demostracion de la indecidibilidad de la logica de primer orden.
Desarroll6 el calculo de conversion lambda que permitié efectuar operaciones
logicas con variables generalizadas. Por otro lado, lo que hoy se conoce co-
mo maquina de Turing suministré una influencia enorme a la formalizacion
de los conceptos de algoritmo y computacién. Esta no solo era un ejemplo de
su teoria de computacion sino también una prueba de que tal tipo de maquina
computadora podia ser construida.

Aunque menos conocido por las circunstancias propias de la Segunda Gue-
rra Mundial, K. Zuse!® podria considerarse como otro de los grandes en esta
direccion. Zuse construyé las maquinas Z1, Z2 y la Z3. Esta ultima, denomina-
da por ¢l la primera computadora funcional del mundo, fue destruida durante
los bombardeos a Berlin y reconstruida veinte afios después para el Deutsches
Museum (Museo Aleman) de Munich.

'SEmil Leon Post (Augustow 1897- Nueva York 1954) Matematico norteamericano de origen
polaco especializado en Logica Matematica.

1 Alonzo Church (Washington, 1903 - Hudson, 1995) Matematico norteamericano. Profesor
en la Universidad de Princeton.

17 Alan Mathison Turing (Londres, 1912 - 1954) Matemético y légico britanico. Estudié en
el King’s College y tras su graduacion viajo a Estados Unidos; y se vinculd a la Universidad de
Princeton, donde trabajé con A. Church.

"®Konrad Zuse (Berlin, 1910 - Hiinfeld, 1995) Ingeniero e informatico aleman.
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