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PROLOGO

Hoy en dia se habla cada vez mas de la especializacion en la ciencia moderna.
No obstante, esta afirmacion es vélida sélo hasta cierto punto. Podria decirse
que una caracteristica de la ciencia actual es la interacciéon cada vez mayor en-
tre las diferentes disciplinas que la conforman. De manera andloga a lo que su-
cede en la ciencia en general, en cada disciplina se procura tener una relaciéon
mas amplia entre las distintas ramas que la integran. En matematicas, por ejem-
plo, se espera de un geémetra diferencial o de un analista complejo un conoci-
miento comun mas amplio que el que se requeria hace medio siglo. Esto sucede
asi debido a la cada vez mayor ubicuidad que algunos conceptos matematicos
tienen ahora. Uno de estos conceptos es el de espacio topoldgico, que incluye
todo lo relativo a “cercania’, “continuidad”, “vecindad”, “deformacioén’, etcétera.

Por muchos afos ya, la topologia ha sido una de las ramas mas importantes
y de mayor influencia en las matematicas modernas. Sus origenes datan de ha-
ce varios siglos, aunque sin duda fue Poincaré quien le imprimi6 el gran impe-
tu que ha caracterizado a la topologia a través del siglo xx. Hay otros grandes
nombres entre los creadores de la topologia de conjuntos, cuya existencia se
justifica por el gran progreso de la topologia algebraica. Por otro lado, la efec-
tividad de la topologia de conjuntos, mas que en teoremas profundos, radica
en primer lugar en su simpleza conceptual y en su conveniente terminologia.
Esto se debe a que, en cierto sentido, establece un vinculo entre problemas abs-
tractos, no muy intuitivos, y nuestra capacidad de visualizar fenémenos geo-
métricos en el espacio. Esta capacidad intelectual de captar lo que ocurre en el
espacio tridimensional, que a través de la topologia nos permite penetrar en
el pensamiento matematico y en el mundo de los objetos abstractos, es muy
independiente de la abstraccion y del pensamiento légico. Este reforzamiento
de nuestro talento matematico es quiza la causa mas profunda de la efectividad
y simpleza de los métodos topoldgicos.

Como ocurre con muchas de las ramas basicas de las matematicas, la topo-
logia tiene una historia intrincada. Si marcamos el comienzo de la topologia
cuando se establecio el marco conceptual de la topologia de conjuntos, habre-
mos de hacer referencia al libro de Felix Hausdorff, Grundziige der Mengen-
lehre (Fundamentos de la teoria de conjuntos), Leipzig, 1914, en cuyo capitu-
lo 7, “Conjuntos de puntos en espacios generales’, establece los conceptos ba-
sicos mas importantes de la topologia de conjuntos. Ya en 1906, en su articulo

13



14 PROLOGO

Sur quelques points du calcul fonctionnel (Sobre algunos temas del célculo de
funciones), Maurice Fréchet introdujo el concepto de espacio métrico y trat6
de establecer el concepto de espacio topoldgico, dando un enfoque axiomati-
co al concepto de convergencia. Lo que en realidad creé Fréchet fueron los
fundamentos topoldgicos del analisis funcional.

Pero, por supuesto, la historia se remonta mas atras en los tiempos en que
la efervescencia de la geometria bullia durante el siglo x1x. A principios de ese
siglo se tenia la idea clasica de que la geometria era el ambito matematico en
el que se desarrollan los conceptos del espacio fisico. Hacia finales de ese siglo,
como lo muestra Felix Klein en su Erlanger Programm (Programa de Erlangen.
Consideraciones comparativas acerca de las nuevas investigaciones geométri-
cas'), la proyeccion fue més alld del espacio fisico e incluso llegé a considerar
espacios tan abstractos como las n-variedades, los espacios proyectivos, las su-
perficies de Riemann, o incluso los espacios de funciones.

Entre las obras decisivas para el surgimiento de la topologia se encuentra
la obra monumental de Georg Cantor. En ella establecio las bases en las que
descansa el concepto abstracto de espacio topoldgico como “un conjunto pro-
visto de una coleccion de subconjuntos tales que ...” Efectivamente, ya en 1870
Cantor habia mostrado que si dos series de Fourier convergen puntualmente
y tienen el mismo limite, entonces deben tener los mismos coeficientes. El pro-
pio Cantor mejoro este resultado en 1871 probando que la coincidencia de los
coeficientes también puede lograrse requiriendo convergencia puntual o igual-
dad de los limites, salvo para un conjunto finito en el intervalo [0, 277]. En 1872
analiz6 ciertos conjuntos infinitos, que son los unicos para los cuales la afirma-
cion no es vélida. Fue entonces cuando introdujo su famoso conjunto de Can-
tor (véase 11.2.7-2), que a pesar de “s6lo” ser un subconjunto de un intervalo,
no solo es un objeto interesante topoldgicamente, sino de gran importancia en
varias ramas de las matematicas.

El problema de decidir si dos espacios son homeomorfos o no es, sin du-
da, uno de los problemas centrales en la topologia. Lo designaremos como el
problema de homeomorfismo. Sélo a partir de la creacion de la topologia alge-
braica fue posible dar una respuesta razonable a tal problema. En ella no se
trata solamente de la sencillez conceptual de la topologia de conjuntos y de su
adecuada simbologia, sino que, gracias a la poderosa herramienta que el alge-
bra proporciona y a su harto conveniente relacion funtorial con la topologia,
es como se logra tal eficacia. Por ejemplo, si dos espacios tienen invariantes
algebraicos distintos, entonces no pueden ser equivalentes desde el punto de
vista homotopico. Por tanto, tampoco seran homeomorfos.

1Véase la traduccién de C. Prieto en Mathesis 11 (1995) 331-370.



PROLOGO 15

La descripcion analitica de los sistemas dinamicos en la mecanica clasica
representd los primeros pasos hacia la necesidad de generar un lenguaje geo-
métrico en dimensiones mas altas que las usuales. Ya Lagrange en el siglo x vi11
habia pensado en la posibilidad de considerar una especie de cuarta dimension
en su Mécanique analytique (Mecanica analitica), Paris, 1788. Fue Riemann, en
su famoso Habilitationsvortrag: Uber die Hypothesen, welche der Geometrie zu
Grunde liegen (Sobre las hipotesis que subyacen a la geometria), Gotinga, 1854,
quien presento las primeras ideas sobre la geometria de las variedades.

El mismo Lagrange, en sus Legons sur le calcul des fonctions (Lecciones so-
bre el calculo de funciones), Paris, 1806, introduce el concepto de perturbacion,
u homotopia, de curvas en problemas de célculo variacional para detectar cier-
tas curvas minimas. Lo que hoy conocemos por topologia algebraica quizas
haya comenzado con el Analysis Situs, Paris, 1895, y sus cinco Compléments
(Complementos), Palermo, 1899; Londres, 1900; Paris, 1902; Paris, 1902, y Pa-
lermo, 1904, de Henri Poincaré. En el primero anota que “geometria es el arte
de razonar bien con figuras mal hechas”. Y abunda diciendo

Si, sin duda, pero con una condicion. Las proporciones de las figuras pueden alte-
rarse mucho, pero sus elementos no deben intercambiarse y deben conservar su
ubicacion relativa. En otros términos, no hay que preocuparse por las propieda-
des cuantitativas, sino que hay que respetar las propiedades cualitativas, es decir,
precisamente aquellas de las que se ocupa el Analysis Situs.

En efecto, otras obras de Poincaré contienen tanta topologia interesante,
como las obras citadas; es el caso de su memoria sobre la teoria cualitativa de
las ecuaciones diferenciales, que incluye la famosa férmula del indice de Poin-
caré, que describe en términos topoldgicos la famosa férmula de Euler. Esta
constituye uno de los primeros pasos de la topologia algebraica. En estas obras
Poincaré ya considera funciones sobre variedades, como, por ejemplo, los cam-
pos vectoriales, cuyos indices determinan la caracteristica de Euler en su for-
mula del indice. Es también Poincaré quien generaliza la pregunta sobre la cla-
sificacion de variedades, teniendo en mente la clasificacion de las superficies
orientables tratada por Moebius en su Theorie der elementaren Verwandtschaft
(Teoria del parentesco elemental), Leipzig, 1863, y resuelta también por Jordan
en Sur la déformation des surfaces (Sobre la deformacion de las superficies), Pa-
ris, 1866, quienes, al clasificar superficies, resuelven un importante problema
de homeomorfismo.

Jordan también estudié clases de homotopia de trayectorias cerradas,
es decir, las primeras nociones del grupo fundamental inspirado por Rie-
mann, quien ya habia analizado el comportamiento de integrales de formas
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diferenciales holomorfas y, con ello, el concepto de equivalencia homoldgica
entre trayectorias cerradas.

Por supuesto, no son s6lo Cantor, Fréchet, Klein, Hausdorff, Riemann, Jor-
dan, Moebius y Poincaré los creadores de los conceptos basicos de la topologia.
Toda esta historia es, en si misma, objeto de otro texto. Sin duda la obra editada
por I. M. James (1999) es una excelente referencia en esta direccion.

El presente texto es una version corregida y aumentada del libro Topolo-
gia bdsica, publicado por el Fondo de Cultura Econémica en 2003. Como el
original, este texto esta dividido en dos partes. El proposito de la primera es
presentar los temas de topologia de conjuntos que, desde mi punto de vista,
son basicos para cualquier alumno de la licenciatura que esté interesado en
esta rama de las matematicas y en otras afines. La segunda parte se destina a
presentar los temas fundamentales de la topologia algebraica cuyo dmbito de
uso va mas alla de la topologia.

El disefio del texto es como sigue. Cada capitulo se divide en varias sec-
ciones, que se distinguen por su doble numeracién (1.1, 1.2, IL.1, ... ). Las defi-
niciones, proposiciones, teoremas, observaciones, féormulas, ejercicios, etc., se
designan con triple numeracién (1.1.1, 1.1.2, I1.1.1, ....). Los ejercicios forman
una parte importante del texto, ya que muchos de ellos estan destinados a lle-
var al lector a profundizar en las lineas ya desarrolladas, o a probar resultados
con interés propio o que son relevantes para temas posteriores. La mayor parte
estan numerados, aunque ocasionalmente se les identifica dentro del texto por
el uso de letras cursivas (ejercicio).

Comenzamos la primera parte con un pequeiio capitulo 1, de cardcter mo-
tivacional, seguido de ocho capitulos sustanciales. Se empieza estudiando los
espacios métricos, a partir de los cuales se llega a las propiedades abstractas
de sus conjuntos abiertos. Esto nos conduce al concepto abstracto de espacio
topoldgico. Mas adelante se estudian varias condiciones adicionales a los axio-
mas bdsicos, que garantizan propiedades ttiles y convenientes de los espacios.
Se hace especial hincapié en la cuestion de la compacidad, por tratarse de un
tema de particular importancia en muchas de las aplicaciones de la topologia.
Concluimos esta primera parte del libro con los teoremas de metrizabilidad y
la compactacién de Stone-Cech. A lo largo de ella se resaltan las propiedades
universales que tienen las muy diversas construcciones. Particularmente, las
propiedades universales que caracterizan la suma topoldgica y el producto to-
polégico. También damos las propiedades universales de las identificaciones y
de la compactacién de Stone-Cech. (Una referencia complementaria muy ttil
para leer con mayor detalle estas propiedades universales es el libro de Graciela
Salicrup, 1993.) Se destina todo un capitulo al importante tema de limites y co-
limites de espacios topoldgicos y dos secciones a los espacios compactamente
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generados y a los k-espacios, pues tienen mucha importancia en la topologia
algebraica.

La segunda parte del texto cambia de sabor para adquirir uno de tintes
mas de la topologia algebraica. Tiene el propdsito de presentar los que, desde
mi punto de vista, son los temas basicos de la topologia algebraica que de una
forma u otra deben ser aprendidos por un estudiante de licenciatura intere-
sado en esta darea o en dreas afines de las matematicas. Comenzamos con un
pequenio capitulo X, que trata algunas construcciones basicas que se requieren
en la topologia algebraica. Después de éste, el libro estudia en el capitulo x1
el concepto de variedad topoldgica, donde se construyen todas las superficies
cerradas, y se hace hincapié en la importancia de los invariantes algebraicos
como herramientas para distinguir espacios topoldgicos, aunque atin no se de-
muestra en ese capitulo que ellas son todas ni que son distintas. Se analizan
otras variedades de dimension baja; en particular, se prueba que las tnicas va-
riedades son el intervalo, el circulo, la semirrecta y la recta. Después, usando
la descomposicién de Heegaard se muestra como pueden analizarse las varie-
dades tridimensionales. Formulamos, aunque sin demostracion, el importante
teorema de Freedman sobre la clasificacion de las 4-variedades simplemente
conexas y terminamos presentando otras variedades importantes para distin-
tas ramas de las matematicas, tales como las variedades de Stiefel y de Grass-
mann. En el siguiente capitulo, el x11, se retorna al problema de clasificacién
de superficies. Haciendo uso de teoria de graficas se demuestra el teorema de
Jordan-Schonflies y con él se prueba que toda superficie cerrada es triangu-
lable. Esto permite probar que cualquier superficie cerrada es homeomorfa a
alguna de las superficies construidas en el capitulo anterior.

Mais adelante, en el capitulo x111 presentamos los elementos de la teoria de
homotopia. En particular, analizamos las aplicaciones del circulo en si mismo,
introduciendo el importante concepto de grado. Se introduce la equivalencia
homotopica de espacios, como un concepto mas burdo que el de homeomor-
fismo. El grupo fundamental es el primer invariante propiamente algebraico
que introducimos en el capitulo x1v. Damos mads adelante la demostracion del
teorema de Seifert-van Kampen, que permite calcular el grupo fundamental
de un espacio conociendo los grupos de algunas de sus partes. Utilizamos este
importante teorema para calcular los grupos fundamentales de todas las su-
perficies cerradas, asi como los de algunas 3-variedades orientables, cuya des-
composicion de Heegaard se conoce. Con el calculo de los grupos fundamen-
tales de las superficies cerradas construidas en el capitulo x1 concluimos la de-
mostracion del teorema de clasificacion. Mas adelante, en el capitulo xv se in-
troducen las aplicaciones cubrientes. Son ellas una herramienta esencial para
analizar, desde un punto de vista distinto, el grupo fundamental. En el dltimo
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capitulo, el xv1, se presenta una breve introduccion a la teoria de los nudos, en
donde se ve la utilidad de varios invariantes algebraicos. Por un lado, se presen-
ta el polinomio de Jones y, por el otro, como aplicacién del grupo fundamental,
se define el grupo de un nudo.

Ellibro esta planeado para usarse en dos cursos semestrales hacia la segun-
da mitad de la licenciatura en matemdticas. Para el primer curso, pueden leer-
se los capitulos 1-vI1, pero puede dejarse fuera el capitulo v, referente a limites
y colimites. Del capitulo viI puede omitirse la seccién vi1.6, dedicada a redes.
En el capitulo viir, la seccion vii.y —que de trata espacios compactamente
generados— y la seccion viiL.8 —sobre k-espacios— pueden omitirse. Final-
mente, en el capitulo 1x, las secciones 1X.5 y 1X.6, que tratan sobre espacios pa-
racompactos y las relaciones entre diversas propiedades, pueden pasarse por
alto. Esta ruta critica propuesta cumple con el propésito del libro de comenzar
con los espacios métricos y, después de agregar condiciones adecuadas a los
espacios topoldgicos generales, retornar a los espacios metrizables. Por otro la-
do, las secciones omitidas pueden ser utilizadas para que los alumnos desarro-
llen diferentes proyectos. En particular, las secciones vii1.7 y V1I1.8 representan
proyectos muy interesantes para buenos estudiantes.

El segundo curso puede conformarse leyendo los capitulos x1, sobre varie-
dades, x111, sobre los conceptos basicos de la homotopia, x1v, sobre el grupo
fundamental, y xv, sobre aplicaciones cubrientes. Los capitulos x11 —sobre el
teorema de Schonflies— y el xvi —sobre nudos— pueden proporcionar mate-
rial para proyectos que desarrollen los alumnos.

No puedo dejar de reconocer la influencia en este libro de todos los exper-
tos que directa o indirectamente tuvieron influencia en mi formacién como
matematico y como topdlogo. En la Facultad de Ciencias de la unaM fueron
decisivos Guillermo Torres y Roberto Vazquez. Posteriormente, durante mis
estudios de doctorado en Heidelberg, Alemania, tuve el privilegio de recibir
en forma directa las ensefianzas de Albrecht Dold y Dieter Puppe. En forma
indirecta, tuve la influencia de algunos textos alemanes de topologia, entre los
que destacan el de Klaus Janich (1996) —sus efectos se ven reflejados, sobre to-
do, en este prologo—. La influencia de Horst Schubert (1975) es clara en la pri-
mera parte del texto; la del libro de Ralph Stocker y Heiner Zieschang (1988),
asi como la del de Tammo tom Dieck (1991) lo es en la segunda.

Muchisimo agradezco a todos los que a lo largo de la escritura de este li-
bro y desde que apareci6 la primera edicién han colaborado para mejorarlo.
Desde Luis Valero, que tipografi6 las primeras etapas, los alumnos de muchas
generaciones que han senalado errores, imprecisiones y carencias, Leonardo
Espinosa, que siempre ha estado generosamente dispuesto a echarme la mano
con las dificultades de XTEX y hasta Axel Retif, que en la tltima etapa, tanto de
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la primera edicién, como de ésta, ha estado al pie del caindn para que la obra
quede impecable. Por supuesto expreso también mi agradecimiento al Fondo
de Cultura Econdmica, que tan generosamente ha acogido mis libros.

Finalmente agradezco a mis hijos y a mi esposa por su tolerancia, pues
buena parte del mucho tiempo que esta obra me ha demandado ha sido a costa
del que a ellos debo.

CARLOS PRIETO"
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INTRODUCCION

El objetivo de este libro es introducir al lector en las ideas basicas de la topolo-
gia de conjuntos y de la topologia algebraica. Pero ;qué es topologia? Esta no
es una pregunta facil de responder. Tratar de definir una rama de las matema-
ticas en una oracién concisa es complicado. No obstante, como aproximacion,
podemos decir que topologia es la rama de las matematicas que estudia las
deformaciones continuas de objetos geométricos. Uno de los propdsitos de la
topologia es clasificar objetos o, al menos, dar métodos para distinguir entre
objetos que no son homeomorfos. En otras palabras, para decidir qué objetos
no pueden obtenerse uno del otro a través de una deformacion continua. La
topologia también proporciona técnicas para estudiar estructuras topoldgicas
en objetos que surgen en ramas muy diversas de las matematicas. Los concep-
tos de “deformacion’, “continuidad” y “homeomorfismo” seran fundamentales
y se definiran con precisién en el texto. No obstante, aun sin haberlos definido,
manejaremos a continuacion algunos ejemplos, en un nivel intuitivo, que los
ilustran.

La figura 1 presenta tres espacios topoldgicos; a saber, una superficie esfé-
rica a la que se le removieron el polo norte y el polo sur, una esfera a la que
se le removieron el casquete polar norte y el casquete polar sur (incluyendo
los circulos polares) y un cilindro al que se le removieron los dos bordes. Es-
tos tres objetos claramente pueden ser deformados uno en otro, por lo cual la
topologia no los distingue entre si.

N

FIGURA 1. Una esfera sin los polos; una esfera sin los casquetes polares ni los circulos
polares; un cilindro sin los bordes
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FiGuRra 2. Un toro y una esfera con un asa

En la figura 2 tenemos la superficie de un toro (una “dona”) y una super-
ficie esférica a la que se le peg6 la superficie de un asa. Cada una de estas dos
figuras geométricas es claramente una deformacion de la otra. Sin embargo, es
intuitivamente claro que el objeto topoldgico que se presenta en tres formas en
la figura 1 no va a ser deformable en el objeto topoldgico que se presenta en
dos formas en la figura 2.

Precisando un poco mas, diremos que dos objetos (espacios topoldgicos)
seran homeomorfos cuando exista una correspondencia biunivoca que haga
corresponder puntos cercanos de uno de ellos con puntos cercanos del otro.
Podemos agregar a la lista de espacios que no son homeomorfos los siguientes
ejemplos.

(a) Sean N ={0,1,...,n—1},M ={0,1,...,m — 1}, n < m. Considerados
como espacios topoldgicos de la manera que sea, no van a poder resultar
homeomorfos debido a que una condicion necesaria para que dos espa-
cios topologicos sean homeomorfos es que tengan el mismo nimero de
elementos.

(b) El mismo argumento de (a) demuestra que un punto no es homeomorfo
a un intervalo.

(c) Serequieren argumentos mas elaborados para demostrar que un intervalo
cerrado no es homeomorfo a una cruz, es decir, los espacios topoldgicos
representados en la parte superior de la figura 3 no son homeomorfos en-
tre si. Una manera de decidirlo seria la siguiente: cualquier punto que le
quitemos al intervalo descompone éste en a lo mas dos porciones conexas;
sin embargo, hay un punto en la cruz que al quitarse descompone ésta en
cuatro componentes. Por tal razon, en el primer espacio no existe ningiin
punto que pueda corresponder a este punto especial del segundo espacio,
y asi no pueden ser homeomorfos.
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FIGURA 3. Un intervalo y una cruz no son homeomorfos

(d) La superficie del toro no es homeomorfa a la superficie de la esfera. Esto
se demostraria si observamos que se puede dibujar un circulo sobre la su-
perficie del toro que no puede ser deformado en un punto; sin embargo,
es muy claro que cualquier circulo que dibujemos sobre la superficie de
una esfera si puede ser deformado a un punto, como se puede apreciar en
la figura 4. Otra manera de verlo seria observando que esos circulos son
tales que el de la esfera siempre la descompone en dos regiones, mientras
que el del toro no lo descompone. (En otras palabras, en la esfera se cum-
ple el famoso Teorema de la Curva de Jordan, mientras que no se cumple
en el toro.) También puede decirse que en la esfera cualquier circulo es la
frontera de un disco sobre la esfera, mientras que en el toro hay circulos
que no son frontera de algun disco.

F1GURA 4. Todo lazo se contrae en la esfera; un lazo no se contrae en el toro
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(e)
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FIGURA 5. La banda de Moebius y la banda trivial

La banda de Moebius, que se obtiene de una tira de papel torciéndola me-
dia vuelta y luego pegando sus extremos, no es homeomorfa a la banda tri-
vial, que se obtiene pegando los extremos de la banda de papel sin torcerla
(véase la figura 5).

El argumento para demostrar esto es semejante al que utilizamos en el

ejemplo (d); a saber, hay un circulo en la banda de Moebius que puede ser
removido sin que ésta se rompa (se puede cortar con tijeras a lo largo del ecua-
dor sin obtener dos pedazos); sin embargo, en la banda usual, cualquier circulo
paralelo y distinto a las orillas (o cualquiera otro) va a descomponer la banda
en dos porciones (véase la figura 6).

()

(g)

Los primeros ejercicios para el lector son los siguientes.

Tomese la banda de Moebius y cortese a lo largo del ecuador. ;Cual serd el
espacio que se obtenga? ;Sera nuevamente una banda de Moebius o sera
una banda trivial?

De manera analoga a la construccién descrita de la banda de Moebius po-
demos considerar una tira de papel y pegar sus extremos, ahora torciendo
una vuelta. ;Sera este espacio homeomorfo a la banda de Moebius? ;Se-
rd este espacio homeomorfo a la banda trivial? ;Qué relacién guarda este
espacio con el que resulta en el inciso (f)? (Véase la figura 6.)

FIGURA 6. La banda de Moebius no es homeomorfa a la banda usual
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Uno de los problemas centrales de la topologia consiste, justamente, en
estudiar los espacios topoldgicos para distinguirlos. En todos los ejemplos an-
teriores se decide que los espacios no son homeomorfos con base en ciertos
invariantes que se les pueden asignar a éstos; por ejemplo, en (a) este invarian-
te es la cardinalidad, es decir, el numero de elementos, en (c) es el nimero de
componentes en que se descomponen al quitarles un punto, mientras que en
(d) y en (e) es el nimero de componentes en que se descomponen al quitar-
les un circulo. Uno de los objetivos de la topologia es asignar a los espacios
invariantes relativamente simples de calcular que permitan distinguirlos.

Cuando mencionamos el concepto intuitivo de homeomorfismo, utiliza-
mos el concepto intuitivo de cercania entre dos puntos, es decir, hablamos de
la posibilidad de decidir qué puntos son cercanos a un punto dado o qué pun-
tos forman una vecindad o un entorno de tal punto. En los primeros capitulos
precisaremos este concepto.

Un ejemplo final de la importancia de poder resolver problemas de homeo-
morfismo corresponde a la teoria de los nudos. Un nudo K es una curva cerra-
da simple en el espacio tridimensional, es decir, es la imagen k(S') bajo una
inclusion “decente” del circulo en el espacio usual, k : S' = R?, como se ilustra
intuitivamente en la figura 7.

S

Ficura 7. Un nudo en el espacio

La teoria delos nudos es un drea importante de la topologia que tiene asom-
brosas aplicaciones en diversos dmbitos de la ciencia. El problema central de
la teoria consiste en determinar cuando dos nudos son equivalentes entre si, es
decir, cuando es posible deformar en el espacio un nudo en otro sin romperlo.
Hace algunos aios, en lo que constituye uno de los resultados mas fuertes de
la teoria de nudos, Gordon y Luecke (1989) probaron que un nudo K esta de-
terminado por su complemento, es decir, dos nudos K y K’ son equivalentes si
y s6lo si sus complementos en el espacio R? — K y R? — K’ son homeomorfos.
En otras palabras, convirtieron el problema de clasificar nudos en un problema



26 INTRODUCCION

de homeomorfismo de ciertos subconjuntos en R*. El llamado grupo del nudo,
es decir, el grupo fundamental de su complemento es un invariante que per-
mite distinguir entre dos nudos no equivalentes, pues de no ser estos grupos
isomorfos, entonces los complementos de los nudos no seran homeomorfos y,
por tanto, por el teorema de Gordon y Luecke, los nudos no seran equivalentes.
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I. ESPACIOS METRICOS

UNA FUENTE muy rica de ejemplos para la topologia la constituyen los espa-
cios métricos pues, de manera muy natural, tienen las propiedades topologi-
cas fundamentales. En este capitulo haremos un estudio sucinto de los concep-
tos basicos de la teoria de los espacios métricos. Comenzaremos la discusion
presentando los espacios euclidianos y sus subespacios.

1.1 ESPACIOS EUCLIDIANOS

Con el fin de familiarizarnos con la notacién del texto, en esta seccién presen-
taremos una serie de ejemplos de espacios topoldgicos “canénicos’, que tienen
un papel muy importante tanto en la topologia como en otras ramas de las ma-
tematicas. Los simbolos R y C designaran, como es costumbre, los nimeros
reales y los complejos, respectivamente. Si n > 1, entonces R” sera el espacio
euclidiano de dimension n, es decir, R" = {x = (x1,...,x,) | x; € R,i =
1,...,n} con sus operaciones usuales como espacio vectorial: si x,y € R"y
reR,entoncesx +y = (X1 + y1,.. ., Xy + V), X =¥ = (X1 = Y15 o s X — Vi)
yrx = (rx1,...,rx,), y la norma esta dada por |x| = \/x? + - + x2. Se defi-
ne la distancia entre dos puntos simplemente como |y — x|. R” representa el
espacio euclidiano consistente en un solo punto, el 0, que se puede ver como
subespacio del espacio R". Se tiene una identidad candnica R” x R™ = R"*™"
dada por ((x1,..»%n), (P1>--->¥m)) = (X1 .oy X Y15+ o> Yim). Asi mismo,
se considera a R” de forma canénica como un subespacio de R"*! identifican-
dolo con el subespacio R" x 0. También se tiene una identificaciéon candnica
de R? con los niimeros complejos C haciendo (x, y) = x + iy, donde i = /~1.

I.1.1 DEFINICION. Sea n > 0. Consideraremos los siguientes espacios:

R+

{x e R| 0 < x}, la semirrecta no negativa.

B" = {x € R" | |x| < 1}, la bola unitaria de dimensién n. La 2-bola uni-
taria la llamamos frecuentemente disco unitario y la denotamos con D?.

S"! = {x € R" | |x| = 1}, la esfera unitaria de dimensién n — 1 o
(n —1)-esfera unitaria. Si n = 2, entonces S' es el circulo unitario.
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