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Anwendungen mathematischer Methoden 
auf physikalische Probleme und eine 
mathematisch rigorose Formulierung der 
Quantenmechanik interessieren. Es eignet 
sich insbesondere für das Selbststudium 
und zur Vorbereitung auf weiterführende 
Vorlesungen zu Themen der Spektral- und 
Streutheorie. Die Inhalte dieses Lehr-
buchs haben weitreichende Anwendungen 
in der Mathematik (Fourierreihen, Fourier-
transformation, Wahrscheinlichkeitsthe-
orie etc.) und in der Physik (etwa in der 
Quantenmechanik, der Festkörperphysik 
oder der Statistischen Mechanik) und 
ermöglichen einen Einstieg in ein aktives 
Forschungsgebiet an der Schnittstelle 
zwischen Mathematik und Physik. 

Das vorliegende Lehrbuch ist aus dem 
Begleitmaterial einer meiner Vorlesun-
gen an der Georg-August-Universität 
Göttingen entstanden. In insgesamt zehn 
Kapiteln wird der Leser ausgehend von 
den Inhalten der Grundlagenvorlesungen 
zur Analysis und der Linearen Algebra 
schrittweise an die Theorie der linearen 
Operatoren im Hilbert raum herangeführt. 
Zu jedem Kapitel gibt es Übungsaufgaben, 
die zum Teil ausgelassene Beweisschritte 
im Text ergänzen und die es dem Leser  
ermöglichen, noch besser mit den 
mathematischen Begrifflichkeiten und 
Zusammenhängen vertraut zu werden. 
Das Buch eignet sich für Studierende der 
Mathematik und der Physik, die sich für 
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2.2.1 Übungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Vorwort

Aus der Linearen Algebra sind die folgenden Hauptaspekte endlich-dimensionaler

Vektorräume bekannt:

• lineare Eigenschaften,

• geometrische Eigenschaften,

• metrische Eigenschaften.

In diesem Buch betrachten wir die Verallgemeinerung auf den einfachsten unendlich-

dimensionalen Fall, nämlich den des Hilbertraums. Ein Hilbertraum ist ein komplexer

Vektorraum mit Skalarprodukt, der zusätzlich als normierter Vektorraum vollstän-

dig ist.

Hilberträume sind von grundlegender Bedeutung für die Mathematik und die Physik;

beispielsweise wäre eine mathematische Formulierung der Quantenmechanik oder

der Festkörperphysik ohne den Begriff des Hilbertraums undenkbar. Besonders wich-

tig sind in diesem Zusammenhang Funktionenräume, die zugleich die Struktur eines

Hilbertraums tragen.

Wir betrachten daher zunächst Hilberträume und ihre Geometrie (rechte Winkel,

Orthogonalprojektionen etc.); bereits hier kommt die Analysis ins Spiel, denn die

Eigenschaft, dass Cauchyfolgen stets einen Grenzwert besitzen, wird in entscheiden-

der Weise verwendet.

Anschließend studieren wir lineare Abbildungen zwischen Hilberträumen, die sog.

linearen Operatoren. Wie beginnen mit den beschränkten (stetigen) Hilbertraum-

operatoren und konzentrieren uns dabei besonders auf die symmetrischen und die

kompakten Operatoren, für die bereits eine spektrale Zerlegung existiert. Außerdem

werden einige wichtige Klassen kompakter Operatoren (z.B. Spurklasse-Operatoren,

Hilbert-Schmidt-Operatoren etc.) und Anwendungen z.B. für Integraloperatoren

vorgestellt.

Viele Anwendungsbeispiele werden hingegen durch unbeschränkte Operatoren

beschrieben (z.B. Differentialoperatoren). Während beschränkte Opertoren auf dem

ganzen Hilbertraum H definiert sind, werden unbeschränkte Operatoren immer auf

einem DefinitionsbereichD(T ) ⊂ H betrachtet. Besonders wichtig für Anwendungen

sind die symmetrischen und darunter die selbstadjungierten Operatoren. Wir stu-

dieren typische Beispiele aus der Quantenmechanik (Ortsoperator, Impulsoperator).
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Der Begriff der selbstadjungierten Erweiterung wird am Beispiel der Friedrichsschen

Fortsetzung vorgestellt.

Wir führen anschließend die zentralen Begriffe Spektrum und Resolvente ein und

diskutieren Zerlegungen und Eigenschaften des Spektrums, insbesondere im selbst-

adjungierten Fall.

Im Kapitel über Störungstheorie beweisen wir den Störungssatz von Kato und

Rellich, der eine Aussage zur Selbstadjungiertheit eines Operators T+V macht, wenn

T ein selbstadjungierter Operator ist und die Störung V symmetrisch und relativ

beschränkt bzgl. T (mit relativer Schranke < 1) ist. Wir wenden den Störungssatz

von Kato und Rellich auf den Schrödingeroperator des Wasserstoffatoms an.

Unser Hauptziel ist der Beweis des Spektralsatzes für selbstadjungierte Opera-

toren, die sich unter Verwendung einer Spektralschar (E(λ))λ∈R als Spektralin-

tegral H =
∫
λ dE(λ) schreiben lassen. Insbesondere ist jeder selbstadjungierte

Operator unitär äquivalent zu einem Multiplikationsoperator in einem geeigneten

L2(X, dµ(x)) (Verallgemeinerung der “Hauptachsentransformation”).

Der Spektralsatz ermöglicht es schließlich, spektrale Eigenschaften selbstadjun-

gierter Operatoren mit Hilfe der zugehörigen Spektralschar auszudrücken.

Die hier vorgestellten Inhalte haben zahlreichen Anwendungen in der Mathema-

tik,

• Fourierreihen und die Fouriertransformation in der Analysis,

• Partielle Differentialgleichungen,

• Wahrscheinlichkeitstheorie (Stochastische Prozesse),

• Numerische Mathematik,

und in der Physik,

• Quantenmechanik,

• Festkörperphysik,

• Statistische Mechanik.

Zahlreiche namenhafte Mathematiker wie E.I. Fredholm, E. Schmidt, D. Hilbert, F.

Riesz, S. Banach oder J. v. Neumann haben sich in ihrer wissenschaftlichen Arbeit

mit der Hilbertraumtheorie auseinandergesetzt. Insbesondere ist ein starker Bezug

zur Geschichte der Mathematik in Göttingen erkennbar, wo ich die Inhalte dieses

Buchs im Rahmen meiner Lehrtätigkeit als Privatdozent unterrichtet habe. Die hier

vorgestellten Grundlagen ermöglichen dem Leser weiterhin den Zugang zu einem at-

traktiven und aktuellen Forschungsgebiet an der Schnittstelle zwischen Mathematik

und Physik.

Martin Kohlmann
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Kapitel 1

Notation

Es ist wichtig, zunächst den Umgang mit einigen Bezeichnungen und grundlegenden

Begriffen zu vereinbaren, welche wir in diesem Lehrbuch benutzen wollen.

Wir verwenden die folgenden Zahlenbereiche:

N : natürliche Zahlen,

N0 : natürliche Zahlen mit Null,

Z : ganze Zahlen,

Q : rationale Zahlen,

R : reelle Zahlen,

C : komplexe Zahlen.

1.1 Mengen

Sei X eine Menge. Wir verwenden die folgende Notation:

x ∈ X : x ist ein Element von X,

x /∈ X : x ist nicht Element von X,

∀x ∈ X : für alle x ∈ X gilt...,

∃x ∈ X : es gibt ein x ∈ X, so dass gilt...,

A ⊂ X : A ist Teilmenge von X.

Für A,B ⊂ X ist

A\B := {x ∈ A;x /∈ B}.

Die Menge der geordneten Paare (x, y) mit x ∈ X und y ∈ Y heißt kartesisches

Produkt :

X × Y := {(x, y);x ∈ X, y ∈ Y }.

Sei (X, τ) ein topologischer Raum, d.h. X ist eine Menge und τ ist ein Teilmengen-

system von X, so dass gilt:
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1. Notation

(i) ∅, X ∈ τ .

(ii) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus τ liegt wieder in τ .

(iii) Aus A,B ⊂ τ folgt A ∩B ∈ τ .

Man nennt τ eine Topologie auf X und eine Menge A ⊂ τ nennt man offen. Weiter

sagt man

M ⊂ X ist abgeschlossen :⇐⇒ X\M ist offen.

Für beliebiges M ⊂ X ist M die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X, die M

enthält:

M := ∩ X⊃N⊃M
X\N offen

N.

1.2 Funktionen

Seien X, Y Mengen. Wir schreiben

f : X → Y

oder

x 7→ f(x)

für eine Funktion von X nach Y , d.h. die Abbildung f ordnet jedem x ∈ X genau

ein y = f(x) ∈ Y zu. Für A ⊂ X ist

f(A) := {f(x);x ∈ A} ⊂ Y,

für B ⊂ Y ist

f−1(B) := {x ∈ X; f(x) ∈ B} ⊂ X.

Wir nennen f(X) den Wertebereich (engl.: range) oder das Bild von f und schreiben

R(f) := {f(x);x ∈ X} = f(X) ⊂ Y.

Wir sagen

f ist surjektiv :⇐⇒ f(X) = Y,

f ist injektiv :⇐⇒ (f(x) = f(y) ⇔ x = y),

f ist bijektiv :⇐⇒ f ist injektiv und sujektiv.

Die Einschränkung von f : X → Y auf A ⊂ X wird mit f �A bezeichnet. Für A ⊂ X

ist χA die charakteristische Funktion von A:

χA(x) :=

{
1, x ∈ A,

0, x /∈ A.

Seien X, Y topologische Räume. Eine Funktion f : X → Y heißt stetig, wenn gilt:

V ⊂ Y offen =⇒ f−1(V ) ⊂ X offen.
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1. Notation

1.3 Relationen

Definition 1.1. Sei X eine Menge. Eine Relation auf X ist eine Teilmenge R von

X ×X. Wenn (x, y) ∈ R, so sagen wir, dass x in R-Relation zu y steht; in Zeichen:

xRy.

Definition 1.2. Eine Relation R ⊂ X×X heißt eine Äquivalenzrelation, wenn gilt:

(i) R ist reflexiv, d.h. ∀x ∈ X : xRx,

(ii) R ist symmetrisch, d.h. aus xRy folgt yRx,

(iii) R ist transitiv, d.h. aus xRy und yRz folgt xRz.

Sei R eine Äquivalenzrelation auf der Menge X und x ∈ X. Die Menge der y ∈ X

mit xRy heißt die Äquivalenzklasse von x,

[x] := {y ∈ X; xRy},

und x heißt ein Repräsentant der Äquivalenzklasse. Wir bezeichnen mit

X/R := {[x];x ∈ X}

die Partition der Äquivalenzrelation R.

Theorem 1.3. Sei X eine Menge und R eine Äquivalenzrelation auf X. Dann

gehört jedes x ∈ X zu genau einer Äquivalenzklasse. Mit anderen Worten: X zerfällt

in natürlicher Weise in paarweise disjunkte Äquivalenzklassen.

Beweis. Dies folgt sofort aus Aufgabe 1.1.

Statt R schreiben wir für Äquivalenzrelationen manchmal auch kurz ∼, wenn

klar ist, welche Äquivalenzrelation gemeint ist.

Beispiel 1.4. Sei X = Z und

x ∼ y :⇐⇒ x− y ∈ 3Z.

Dann zerfällt X in die 3 Äquivalenzklassen

[0] = {. . . ,−6,−3, 0, 3, 6, . . .},
[1] = {. . . ,−5,−2, 1, 4, 7, . . .},
[2] = {. . . ,−4,−1, 2, 5, 8, . . .}.

Beispiel 1.5 (Die reelle projektive Gerade). Sei X = R × R\{(0, 0)}. Wir

definieren auf X eine Relation durch

x ∼ y :⇐⇒ ∃α ∈ R : x = αy,

wobei x = (x1, x2) und y = (y1, y2) ist. Die Äquivalenzklassen kann man sich als

Geraden durch den Ursprung (0, 0) vorstellen (ohne den Punkt (0, 0)).
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1. Notation

Beispiel 1.6 (Cauchyfolgen in Q). Eine Folge (αn)n∈N ⊂ Q heißt Cauchyfolge,

wenn gilt:

∀ε > 0 ∃Nε ∈ N ∀n,m ≥ Nε : |αn − αm| < ε.

Die Menge der Cauchyfolgen in Q bezeichnen wir mit C(Q). Wir führen auf C(Q)

eine Relation ∼ ein vermöge

a ∼ b :⇐⇒ lim
n→∞

(αn − βn) = 0,

wobei a = (αn)n∈N und b = (βn)n∈N. Offensichtlich ist ∼ eine Äquivalenzrelation. Die

Menge der Äquivalenzklassen in C(Q) ist die Menge der reellen Zahlen, in Zeichen

R = C(Q)/ ∼ .

Zur Vereinfachung der Notation lassen wir die Angabe der Indexmenge zukünftig

weg, wenn keine Missverständnisse zu erwarten sind. Wir schreiben dann beispiels-

weise (αn) für die Folge (αn)n∈N.

1.3.1 Übungen

Aufgabe 1.1. Sei M eine Menge mit einer Äquivalenzrelation R. Zeigen Sie, dass

die zugehörigen Äquivalenzklassen [·] paarweise disjunkt sind.

Aufgabe 1.2. Eine Relation R heißt antisymmetrisch, wenn aus xRy und yRx
bereits x = y folgt. Eine reflexive, transitive und antisymmetrische Relation heißt

Halbordnung. Sei M eine Menge, P(M) die Menge der Teilmengen von M . Man

zeige, dass die Inklusion ⊂ eine Halbordnung auf P(M) liefert.

Aufgabe 1.3. Geben Sie ein Beispiel für eine symmetrische und transitive Relation

R auf einer Menge X an, die nicht reflexiv ist. Wo liegt der Fehler in der folgenden

Argumentation: Für alle x, y ∈ X mit xRy gilt yRx (Symmetrie) und aus xRy und

yRx folgt xRx (Transitivität)?
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Kapitel 2

Hilberträume

Ein Prä-Hilbertraum ist ein Vektorraum über C mit einem inneren Produkt (Ska-

larprodukt) bzw. einer positiven Form. Ist ein Prä-Hilbertraum als normierter Vek-

torraum zusätzlich vollständig, so bezeichnet man ihn als Hilbertraum. Jeder Prä-

Hilbertraum kann zu einem Hilbertraum vervollständigt werden. Wir beginnen daher

zunächst mit (Sesquilinear-)Formen.

2.1 Sesquilinearformen

Definition 2.1. Sei E ein komplexer Vektorraum. Eine Abbildung

s : E × E → C

heißt Sesquilinearform auf E (oder kurz Form), wenn s[·, ·] linear im 1. Argument

und konjugiert linear (anti-linear) im 2. Argument ist. Zu einer Sesquilinearform s

gehört die quadratische Form

s[f ] := s[f, f ], ∀f ∈ E .

Sesquilinearformen auf reellen Vektorräumen sind die aus der Linearen Algebra

bekannten Bilinearformen. Die lateinische Vorsilbe sesqui (= anderthalb) deutet

an, dass eine Sesquilinearform linear in einem und “zur Hälfte linear” im anderen

Argument ist. In der Physik wird meist Linearität im zweiten Argument und Anti-

Linearität im ersten Argument verlangt.

Bemerkung 2.2. Im komplexen Vektorraum E gilt für jede Form s die Polarisie-

rungsidentität

4s[f, g] = s[f + g] + i[f + ig]− s[f − g]− is[f − ig], ∀f, g ∈ E , (2.1)

oder 4s[f, g] =
∑3

k=0 i
ks[f + ikg]; siehe Aufgabe 2.1. Daher kann man im komplexen

Fall aus der quadratischen Form die volle Sesquilinearform rekonstruieren. Dies ist

bei reellen Vektorräumen i. Allg. nicht möglich (siehe Aufgabe 2.2).
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