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IX

Vorwort

Während der letzten drei Jahrzehnte ist die Mehrkörpersimulation (engl. com-
putational dynamics) Gegenstand eingehender Forschungen gewesen. Mit dem
Aufkommen von digitalen Hochgeschwindigkeitsrechnern ist das Thema enorm
gewachsen; auch der Bedarf an Computerkapazitäten zur Simulation und für
Rechnungen für physikalische und technische Systeme aus mehreren miteinan-
der verbundenen Körpern hat die Mehrkörpersimulation schnell wachsen lassen.
Solche Mehrkörpersysteme sind in ihrem Wesen hochgradig nichtlinear, und
für ihre Untersuchung sind Matrizenrechnung, Numerik sowie Simulationen
erforderlich. Dieses Buch will eine Einführung in das Thema der Mehrkörper-
simulation geben; vom Niveau her ist es für Studierende gegen Ende ihres Ba-
chelor-Studiums und im ersten Teil ihres Master-Studiums geeignet. Das Buch
führt Konzepte, Definitionen und Verfahren ein, die im Bereich der Mehrkör-
perdynamik verwendet werden. Dazu werden zunächst die klassischen Ansätze
diskutiert, um den Studierenden bei einem Überblick über die grundlegenden
Ideen und Verfahren allgemein in der Mechanik zu helfen. Diese Ideen werden
dann ausgebaut, um den Nutzen der klassischen Verfahren als Grundlage für die
Untersuchung der Mehrkörperdynamik zu zeigen. Danach werden verschiedene
rechenintensive Vorgehensweisen vorgestellt, wie sie in der computergestützten
Untersuchung von Mehrkörpersystemen verwendet werden. Dieses Buch geht
nur auf die Dynamik von starren Körpern ein.

Inhalt

Die dritte Auflage des Buches – auf dem diese erste deutsche Übersetzung basiert
– ist in neun Kapitel aufgeteilt, die die grundlegenden Konzepte und Rechenver-
fahren für die Kinematik und Dynamik von Mehrkörpersystemen abdecken. In
denmeisten Kapitelnwerden die vorgestellten IdeenundVerfahren anhand einfa-
cher Beispiele erläutert. Die Aufgaben am Ende eines jeden Kapitels sind bewusst
einfach gehalten, damit die Leser und Leserinnen sich auf die in dem Buch disku-
tiertenHauptideen undRechenverfahren konzentrieren können. Bei der Entwick-
lung des Stoffs für dieses Buch werden nur bescheidene Vorkenntnisse in Mathe-
matik und Dynamik vorausgesetzt.



X Vorwort

Kapitel 1 führt einige grundlegende Definitionen ein, die im gesamten Buch
verwendet werden. Der in diesem Kapitel vorgestellte Stoff dient auch als kurze
Einführung in den Stoff, der von den darauffolgenden Kapiteln abgedeckt wird.
Der Aufbau desBuches sowie die verwendeteNotationwird amEnde diesesKapi-
tels diskutiert. Ich empfehle dringend, dieses Kapitel zu lesen, bevor die weiteren
Kapitel bearbeitet werden.
Kapitel 2 gibt einen Überblick über einige Konzepte und Operationen der Ma-

trix- und Vektoralgebra. Zu den hier diskutierten Themen gehören die Eigen-
schaften von Matrizen und Vektoren, die Identitäten sowie Verfahren zum Lö-
sen von algebraischen Gleichungssystemen. In zwei Abschnitten dieses Kapitels
werden Verfahren zur Matrizenzerlegung wie die QR-Zerlegung sowie Singulär-
wertzerlegungen (engl. singular value decomposition, SVD) diskutiert, die man
in der dynamischen Analyse von Mehrkörpersystemen mit Zwangsbedingungen
einsetzt, um einen minimalen Satz von unabhängigen Differentialgleichungen zu
gewinnen. Der Leserin und dem Leser mit Vorwissen zur linearen Algebra wird
der größte Teil des in diesem Kapitel vorgestellten Stoffs bereits vertraut sein.
In Kapitel 3 wird die Kinematik von Mehrkörpersystemen mit Zwangsbedin-

gungen diskutiert. Ich leite Gleichungen für Ort, Geschwindigkeit und Beschleu-
nigung her; ferner zeige ich die Anwendung dieser Gleichungen in der kinema-
tischen Untersuchung von Mehrkörpersystemen aus miteinander verbundenen
Körpern. Die Anzahl der Freiheitsgrade eines Mehrkörpersystems hängt von der
Anzahl und der Art der sogenanntenGelenke (engl. joints) ab, die die Systemkom-
ponenten miteinander verbinden. Dann stelle ich verschiedene mechanische Ge-
lenke sowie die Gleichungen ihrer kinematischen Zwangsbedingungen vor. Dabei
wird gezeigt, dass die Beweglichkeit eines Mehrkörpersystems von der Anzahl
der linear unabhängigen Bedingungsgleichungen ihrer Gelenke abhängt. Die Be-
dingungen, die das Zusammenwirken miteinander verbundener Körper beherr-
schen, werden durch einen Satz von nichtlinearen algebraischen Bedingungsglei-
chungen formuliert, die von den Systemkoordinaten abhängen. Dann kann man
die Konfiguration des Systems bestimmen, indemman die nichtlinearen algebrai-
schen Gleichungen mithilfe von numerischen und Computerverfahren löst.
Es gibt verschiedene computergestützte Verfahren, die gegenwärtig für die dy-

namische Analyse von Mehrkörperverfahren eingesetzt werden. Einige dieser
Verfahren führen zu relativ großen Systemen von schwach gekoppelten Diffe-
rential- und algebraischen Gleichungen; andere Verfahren führen zu kleineren
Gleichungssystemen, deren Gleichungen aber stärker gekoppelt sind. Kapitel 4
stellt verschiedene Formen der dynamischen Gleichungen vor. In diesem Kapitel
entwickle ich die grundlegenden Gleichungen für Mehrkörpersysteme mithilfe
der Newton’schen Mechanik; weiterführende analytische Verfahren nach La-
grange wie das Prinzip der virtuellen Arbeit sind dazu noch nicht erforderlich.
Die Anwendung des d’Alembert’schen Prinzips auf die Herleitung der Euler-Glei-
chungenwird gezeigt; außerdemwird aufGrundlage derNewton’schenMechanik
und einiger einfacher Beispiele die Idee der Lagrange-Multiplikatoren eingeführt,
mit denen man verallgemeinerte Zwangskräfte definieren kann. Systematische
Verfahren zur Entwicklung einiger der dynamischen Gleichungen, die in Kapi-



XIVorwort

tel 4 vorgestellt wurden, werden dann detailliert in den beiden darauffolgenden
Kapiteln beschrieben.
Kapitel 5 stellt das Prinzip der virtuellen Arbeit vor, den Grundstein für die

Entwicklung von vielen der bestehenden dynamischen Formulierungen. Die Kon-
zepte der virtuellen Verrückung und der verallgemeinerten Kräfte, die für die An-
wendung des Prinzips der virtuellen Arbeit nötig sind, werden vorgestellt. Dann
skizziere ich ein systematisches Vorgehen auf Grundlage des Prinzips der virtu-
ellen Arbeit, mit dem sich die Zwangskräfte aus den statischen und dynamischen
Gleichungen eliminieren lassen. Zu den inKapitel 5 diskutiertenThemen gehören
ferner die Lagrange-Gleichung, dieGibbs-Appel-Gleichung sowie die kanoni-
sche Form der Bewegungsgleichungen. Zum Abschluss von Kapitel 5 diskutiere
ich den Zusammenhang zwischen der virtuellen Arbeit und demGauß’schen Eli-
minationsverfahren.
Kapitel 6 behandelt Computerverfahren in der Dynamik und diskutiert eini-

ge Vorgehensweisen zur Formulierung der Bewegungsgleichungen. In einem An-
satz werden diese Differentialgleichungen mithilfe der unabhängigen Variablen
ausgedrückt, indem man Einbettungsverfahren oder rekursive Verfahren an-
wendet. Dieser Ansatz führt zu einem Satz gewöhnlicher Differentialgleichun-
gen, in denen die Zwangskräfte automatisch herausfallen. Außerdem werden die
Anwendung der QR-Zerlegung und der Singulärwertzerlegung diskutiert, mit
denen man einen minimalen Satz von unabhängigen Differentialgleichungen er-
hält. In einem anderen Computerverfahren werden die Bewegungsgleichungen
des Mehrkörpersystems sowohl mit abhängigen als auch mit unabhängigen Ko-
ordinaten formuliert. Dieser Ansatz führt zu einem großen System von schwach
gekoppelten Gleichungen, in denen die Zwangskräfte explizit auftauchen. Diese
Zwangskräfte lassen sich mit den sogenannten Lagrange-Multiplikatoren aus-
drücken; sie führen auf ein gemischtes System aus algebraischen und Differen-
tialgleichungen, das sich mit Matrizen- und mit Computerverfahren lösen lässt.
Auch die numerischen Verfahren und die Formulierungen mithilfe dünn besetz-
terMatrizen, die man zur Lösung solcher gemischten Gleichungssysteme anwen-
det, werden in diesem Kapitel diskutiert.
Die räumliche Kinematik und Dynamik von Systemen starrer Körper sind Ge-

genstand von Kapitel 7. Die allgemeine Bewegung von starren Körpern ohne Ne-
benbedingungen im Raum wird mithilfe der unabhängigen Koordinaten der Ver-
schiebung und der Rotation behandelt. Es folgt eine Beschreibung, wie man die
Orientierung im Raum definieren kann. Dann wird die Formulierung der räumli-
chen kinematischen Geschwindigkeits- und Beschleunigungsgleichungen vorge-
stellt, gefolgt von Beispielen für Bedingungsgleichungen, die die räumlichen me-
chanischen Gelenke beschreiben. Das Kapitel behandelt ferner die Formulierung
von erweiterten und rekursiven dynamischen Gleichungen für die beschränkte
räumliche Bewegung von Mehrkörpersystemen.
Kapitel 8 dann diskutiert verschiedene Themen der Dynamik. Dazu gehören

die Kreiselbewegung, die Rodriguez-Formel, Euler- und Rodriguez-Parameter,
Quaternionen sowie die Berührung starrer Körper. Ferner wird die Stabilität von
Mehrkörpersystemen mithilfe der Eigenwertanalyse behandelt.
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Kapitel 9 widmet sich der Beschreibung von Universalprogrammcodes für
Mehrkörpersysteme und deren Fähigkeiten. Als Beispiel dient der Computer-
code SAMS/2000 (Systematic Analysis of Multibody Systems). Die Struktur
dieses Codes und das Vorgehen bei seiner Anwendung werden anhand von ebe-
nen und räumlichen kinematischen bzw. dynamischen Problemen beschrieben.
Mit SAMS/2000 kann der Nutzer systematisch virtuelle Modelle von Mehrkör-
persystemen entwickeln, die aus miteinander verbundenen Körpern bestehen.
Die Leser und Leserinnen dieses Buches werden ermutigt, viele der angeführten
Beispiele und Aufgaben mithilfe von Codes für Mehrkörpersysteme zu lösen.
Die Anwendung solcher Codes sowie die Untersuchung der in diesem Buch vor-
gestellten Formulierungen ist notwendig, um die Verfahren und Algorithmen
zu verstehen und schätzen zu lernen, die in der Industrie weithin zur Entwick-
lung von Mehrkörpersystemsoftware verwendet werden. Die Ausbildungslizenz
von SAMS/2000 ist auf nur vier starre Körper beschränkt, außerdem fehlen die
Funktionen zur Simulation von flexiblen Körpern und Gleisen sowie einige Si-
mulationsoptionen, die in Kapitel 9 diskutiert wurden.
Mehrere Abschnitte sind sowohl im Inhaltsverzeichnis als auch in der Über-

schrift mit einem Sternchen gekennzeichnet. Einige dieser Abschnitte – etwa die
Abschn. 2.7 und 2.8 – können beim ersten Durcharbeiten des Buches übersprun-
gen werden. Das Ziel der Mehrkörperdynamik ist es, allgemeine Algorithmen zu
entwickeln, die sich auf eine große Anzahl von Anwendungen anwenden lassen.
Die Übungsaufgaben sind mit diesem Ziel im Hinterkopf entworfen worden.

Einheiten und Notation

In diesem Buch wird durchgängig das Internationale Einheitensystem (SI) ver-
wendet.Die dreimechanischenBasiseinheitendieses Systems sindMeter (Länge),
Kilogramm (Masse) und Sekunde (Zeit). Die Krafteinheit ist dasNewton, es wird
aus den drei Basiseinheiten abgeleitet.
Vektoren und Matrizen werden mit fett-kursiven Buchstaben bezeichnet.

Hochgestellte Indizes bezeichnen die Nummer des Körpers. Beispielsweise be-
zeichnet der Ausdruck ai einen Skalar a, der mit dem i-ten Körper eines Mehr-
körpersystems verbunden ist; der Ausdruck ai hingegen bezeichnet einen Vektor
oder eine Matrix, die mit dem i-ten Körper zusammenhängt. Um zwischen ei-
nem hochgestellten Index und einem Exponenten zu unterscheiden, verwenden
wir Klammern, wenn eine Größe zu einer bestimmten Potenz erhoben wird. Bei-
spielsweise ist (a3)2 ein Skalar a, der mit Körper 3 verbunden ist und zur Potenz
2 erhoben wird.

Ahmed A. Shabana
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1

1
Einführung

Moderne Maschinen- und Luftfahrtsysteme sind oft sehr komplex und bestehen
aus vielen Komponenten, die durch Gelenke und Kraftelemente wie Federn,
Dämpfer und Stellgliedermiteinander verbunden sind. In dermodernen Literatur
nenntman solche SystemeMehrkörpersysteme. Beispiele dafür sindMaschinen,
Anlagen, Roboter, Fahrzeuge, räumliche Tragwerke und biomechanische Syste-
me. Die Kinetik eines solchen Systems ist durch oft komplizierte Beziehungen
bestimmt, die sich aus der Relativbewegung und den Verbindungskräften zwi-
schen den Systemkomponenten ergeben. Abbildung 1.1 zeigt einen hydraulischen
Bagger, den man als Beispiel für ein Mehrkörpersystem aus vielen Komponen-
ten verstehen kann. Beim Entwurf eines solchen Kettenfahrzeugs muss sich der
Ingenieur (oder die Ingenieurin) mit vielen ineinander verflochtenen Fragen zur
Bewegung und den Kräften der einzelnen Komponenten der Maschine befassen.
Beispiele für solche Fragen sind etwa: Welchen Zusammenhang gibt es zwischen
der Fahrgeschwindigkeit des Baggers und der Bewegung der Raupenketten?Wel-
chen Einfluss haben die Kontaktkräfte zwischen den Verbindungsgliedern der
Raupenketten und den Baggerkomponenten auf die Bewegung des Systems?
WelcheWirkung haben die Reibungskräfte zwischen den Raupenketten und dem
Untergrund auf die Bewegung und die Leistung des Baggers? Wie beeinflusst
die Wechselwirkung zwischen der Kette und dem Boden die Dynamik des Bag-
gers und wie lassen sich die Bodeneigenschaften charakterisieren? Wie hängen
die Kräfte und die Maximalgeschwindigkeit des Baggers von der Geometrie der
Kettenglieder ab? Solche und viele andere wichtige Fragen müssen angespro-
chen werden, bevor der Entwurf des Baggers abgeschlossen ist. Um die vielen
ineinander verflochtenen Fragen sauber beantworten zu können, ist es nötig, ein
detailliertes dynamisches Modell eines solchen komplexen Systems zu erstellen.
In diesen Buch behandeln wir die Entwicklung der dynamischen Gleichungen für
ein komplexes Mehrkörpersystem wie den Raupenkettenbagger aus Abb. 1.1 in
allen Einzelheiten. Die hier vorgestellten Verfahren erlauben es der Leserin und
dem Leser1), die kinematischen und dynamischen Gleichungen für große mecha-

1) Um den Text durch solche Formulierungen nicht zu schwerfällig werden zu lassen, wird in
Zukunft auf die explizite Nennung beider Geschlechter verzichtet. Alle Leserinnen dieses
Buches mögen sich bitte auch bei dem Wort „Leser“ mit angesprochen fühlen – gemeint sind
sie auf jeden Fall. (Anm. d. Übers.)

Einführung in die Mehrkörpersimulation, 1. Auflage. Ahmed A. Shabana.
©2016WILEY-VCHVerlagGmbH&Co.KGaA.Published2016byWILEY-VCHVerlagGmbH&Co.KGaA.



2 1 Einführung

Abb. 1.1 Hydraulischer Raupenkettenbagger. (Foto mit freundlicher Genehmigung der Ko-
matsu Ltd.)

nische Systeme und Fluggeräte aus mehreren miteinander verbundenen Körpern
systematisch aufzubauen. Auch das Vorgehen zum Lösen der sich ergebenden
gekoppelten nichtlinearen Gleichungen wird diskutiert.

1.1
Mehrkörpersimulation

In der Vergangenheit führte man die Untersuchung von Maschinen- und
Luftfahrtsystemenmeist mithilfe grafischer Verfahren durch. Computergestützte
Verfahren spielten damals eine nur geringe Rolle, weil es keine leistungsstarken
Rechner gab. Man interessierte sich hauptsächlich für die Untersuchung von Sys-
temen aus einer relativ kleinenAnzahl vonKörpern, sodassman die gewünschten
Lösungenmithilfe von grafischen Verfahren oder händischen Rechnungen erhal-
ten konnte. Erst das Aufkommen von Hochgeschwindigkeitsrechnern machte
es möglich, auch komplexe Systeme aus einer großen Anzahl von Körpern und
Gelenken zu untersuchen. Dazu wurden klassische Ansätze auf Basis der New-
ton’schen und der Lagrange’schen Mechanik wiederentdeckt und in eine für
die Verwendung mit digitalen Hochgeschwindigkeitscomputern geeignete Form
gebracht.
Obwohl die zugrunde liegenden Theorien bei der Entwicklung von Compu-

teralgorithmen für die Untersuchung von Maschinen- und Luftfahrtsystemen
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dieselben sind wie in den klassischen Ansätzen, müssen Ingenieure und Wissen-
schaftler heutzutage außerdem weitreichende Kenntnisse der Matrizenrechnung
und numerischer Verfahren erwerben, um die Computertechnik effizient nutzen
zu können. Dieses Buch führt in die klassischen und modernen Ansätze ein, die
bei der kinematischen und dynamischen Untersuchung von mechanischen Sys-
temen und Fluggeräten aus mehreren miteinander verbundenen starren Körpern
bestehen. Das Hauptaugenmerk der Darstellung liegt auf der Modellierung von
allgemeinen Mehrkörpersystemen und der Herleitung der Zusammenhänge, die
die dynamische Bewegung solcher Systeme bestimmen.Das Ziel ist es, allgemeine
Verfahren zu entwickeln, die sich auf eine große Klasse vonMehrkörpersystemen
anwenden lassen. Dabei werden viele grundlegende und Computerprobleme
behandelt, um die Vorzüge und Beschränkungen der verschiedenen Verfahren
anzusprechen, die beim Formulieren und Lösen der Bewegungsgleichungen von
Mehrkörpersystemen verwendet werden. Dies ist das Thema des allgemeinen
Bereichs der computational dynamics (man übersetzt diesen Begriff meist mit
Computerdynamik oder Mehrkörpersimulation), die sich mit der computer-
gestützten Lösung der Bewegungsgleichungen von großen Systemen befasst.
Die Rolle der Computerdynamik besteht vor allem darin, dieWerkzeuge bereit-

zustellen, die man für die dynamische Simulation von Mehrkörpersystemen be-
nötigt. Für die Untersuchung und computergestützte Simulation eines gegebenen
Systems lassen sich verschiedene Werkzeuge verwenden. Dies ist hauptsächlich
dem Umstand geschuldet, dass die Form der kinematischen und dynamischen
Gleichungen, die die Dynamik eines Mehrkörpersystems bestimmen, nicht ein-
deutig ist; daher ist es wichtig, diejenigenWerkzeuge und diejenige Form der Be-
wegungsgleichungen zu wählen, die sich für die jeweilige Anwendung am besten
eignen. Das ist eine nicht immer einfacheAufgabe, die eine großeVertrautheit mit
den verschiedenen Formulierungen und Prozeduren voraussetzt, die im allgemei-
nenBereich derComputerdynamik verwendetwerden.Die Formder Bewegungs-
gleichungen hängt von der Wahl der Koordinaten ab, die man zur Definition der
Systemkonfiguration verwendet. Man kann eine kleine oder große Anzahl von
Koordinaten wählen. Vom numerischen Standpunkt her hat jede Wahl ihre Vor-
züge undNachteile: DieWahl einer kleinen Anzahl von Koordinaten führt immer
zu einem komplizierten Gleichungssystem; sie hat aber den Vorzug, dass nur ei-
ne geringe Anzahl von Gleichungen gelöst werden muss. Die Wahl einer großen
Anzahl von Koordinaten andererseits hat den Vorzug, dass sich einfachere und
weniger stark gekoppelte Gleichungen ergeben – um den Preis, dass die Dimen-
sion des Problems steigt. Das Hauptaugenmerk dieses Buches liegt auf der Her-
leitung und Anwendung von verschiedenen Formen der Bewegungsgleichungen.
Einige Formulierungen führen auf ein großes System von Gleichungen, die mit-
hilfe von redundanten Koordinaten ausgedrückt werden; andere hingegen führen
auf ein kleines Gleichungssystem, das sich mit dem minimalen Satz von Koordi-
naten ausdrücken lässt. Vorzüge und Nachteile jeder dieser Formulierungen bei
der Betrachtung von Mehrkörpersystemen mit Zwangsbedingungen werden de-
tailliert diskutiert.
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Allgemein lassen sichMehrkörpersysteme einteilen in starreMehrkörpersys-
teme und flexible Mehrkörpersysteme. Starre Mehrkörpersysteme sollen nur
aus starren Körpern bestehen, die durch masselose Federn, Dämpfer und/oder
Stellglieder (Aktoren) verbunden sind. Mit anderen Worten: Wenn man starre
Mehrkörpersysteme betrachtet, sollen die einzigen Komponenten, die Trägheit
aufweisen, starre Körper sein. Flexible Mehrkörpersysteme hingegen enthalten
sowohl starre als auch verformbare Körper. Verformbare Körper zeigen Trägheit
und eine Elastizität, die von denDeformationen abhängt.Wenn sich der verform-
bareKörper bewegt, ändert sich seine Form, und seineTrägheits- und seine elasti-
schen Eigenschaften werden zu Funktionen der Zeit. Daher ist die Untersuchung
von verformbaren Körpern schwieriger als die von starren Körpern. In diesem
Buch werden wir nur den Zweig der Mehrkörpersimulation betrachten, der sich
mit starrenMehrkörpersystemen befasst. Die Theorie der flexiblen Mehrkörper-
systeme werden von mir in einem spezielleren Buch (Shabana, 2005) behandelt.

1.2
Bewegungen und Zwangsbedingungen

Systeme wie Maschinen, Anlagen, Roboter, Fahrzeuge, Raumfahrzeuge und bio-
mechanische Systeme bestehen aus vielen Körpern, die durch unterschiedliche
Arten vonGelenkenmiteinander verbunden sind, sowie verschiedenenArten von
Kraftelementen wie Federn, Dämpfer und Stellglieder. Die Gelenke dienen häufig
dazu, die Beweglichkeit des Systems zu beeinflussen und die Bewegung der Sys-
temkomponenten auf bekannte, vorgegebene Richtungen zu beschränken. Mit-
hilfe der Gelenke und Kraftelemente werden Mehrkörpersysteme dafür entwor-
fen, bestimmte Aufgaben zu erfüllen; einige dieser Aufgaben sind ganz einfach,
andere können ziemlich kompliziert sein und die Verwendung ganz bestimmter
Typen vonmechanischenVerbindungen sowie ausgeklügelte Steuerungsalgorith-
men erfordern. Daher ist es schon in der Entwurfsphase wesentlich, die Dynamik
solcher Systeme zu verstehen, und das ist erst recht bei der Leistungsbewertung
und Konstruktionsverbesserungen notwendig. Um die Dynamik eines Mehrkör-
persystems zu verstehen, muss man die Bewegung seiner Komponenten unter-
suchen. In diesem Abschnitt behandele ich einige der grundlegenden Konzepte
und Definitionen, die für die Beschreibung der Bewegung von starren Körpern
verwendet werden, und führe Beispiele für Gelenke ein, die bei der Anwendung
von Mehrkörpersystemen verbreitet sind.

Bewegungen ohne Zwangsbedingungen

Die Bewegung eines starren Körpers setzt sich zusammen aus Translationen und
Rotationen. Die Untersuchung einer reinen Translationsbewegung ist relativ
einfach, und die dynamischen Beziehungen, denen diese Art der Bewegung un-
terliegt, sind vollständig verstanden. Eine finite Rotation hingegen ist nicht so
einfach, weil die Rotation großer starrer Körper zu geometrischen Nichtlinea-
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Abb. 1.2 Bewegung eines starren Körpers.

ritäten führen kann. Abbildung 1.2 zeigt einen starren Körper, hier als Körper i
bezeichnet. Die allgemeine Bewegung dieses Körpers lässt sich bequem in ei-
nem Inertialsystem mit den Koordinaten XY Z beschreiben, indem man das
Körpersystem XiY iZi einführt, dessen Ursprung Oi fest mit einem Punkt des
starren Körpers verbunden ist. Die allgemeine Bewegung des starren Körpers
lässt sich dann mithilfe der Translation des Referenzpunkts Oi und einem Satz
von Koordinaten beschreiben, die die Orientierung des Körpersystems bezüglich
des inertialen Bezugssystems angeben. Beispielsweise kann man die allgemeine
ebene Bewegung dieses Körpers mithilfe von drei unabhängigen Koordinaten
angeben, die die Translation des Körpers entlang der X- und der Y -Achse sowie
dessen Rotation um die Z-Achse definieren. Die zwei Translations- und die eine
Rotationskomponente sind drei unabhängige Koordinaten, weil jede von ihnen
sich beliebig ändern lässt, wenn die jeweils anderen beiden fest sind. Der Kör-
per lässt sich entlang der X-Achse verschieben, wobei seine Auslenkung entlang
der Y -Achse und seine Rotation um die Z-Achse fest bleiben.
Bei einer räumlichen Analyse ist die Konfiguration eines starren Körpers, der

sich ohneNebenbedingungen imdreidimensionalenRaumbewegt, durch dieAn-
gabe von sechs Koordinaten eindeutig festgelegt. Drei Koordinaten beschreiben
die Translationen des Körpers entlang der drei paarweise senkrecht aufeinander-
stehenden Achsen X, Y und Z, drei weitere Koordinaten geben die Rotationen
des Körpers um diese drei Achsen an. Es handelt sich um sechs unabhängige
Koordinaten, da sie jeweils beliebig gewählt werden können.
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Mechanische Gelenke

Mechanische Systeme sind im Allgemeinen für spezielle Operationen entwor-
fen. Jedes von ihnen hat eine topologische Struktur, die einem bestimmten Zweck
dient. DieKörper in einemmechanischen Systemkönnen sich nicht frei gegenein-
ander bewegen, weil sie durch Gelenke (Verbindungen, engl. joints) oder Kraft-
elemente (engl. force elements) verbunden sind. Kraftelemente wie Federn oder
Dämpfer können zwar die Bewegung der Körper in eine oder mehrere Richtun-
gen beeinflussen, sie verhindern die Bewegung in diese Richtungen aber nicht
vollständig. Folglich kann ein Kraftelement die Anzahl der unabhängigen Koor-
dinaten, die zur Beschreibung des Systems nötig sind, nicht verringern. Mecha-
nische Gelenke wie die in Abb. 1.3 gezeigten Typen hingegen werden verwendet,
um Bewegungen nur in bestimmte Richtungen zuzulassen. Diese Gelenke ver-
ringern also die Anzahl der unabhängigen Koordinaten eines Systems, da sie die
Bewegung in einige Richtungen verhindern. Abbildung 1.3a zeigt ein Schubge-
lenk (translatorisches Gelenk, engl. prismatic (translational) joint), das Relativ-
bewegungen zwischen den beiden Körpern i und j nur entlang der Gelenkachse
zulässt. Die Verwendung eines solchenGelenks nimmt demKörper i die Freiheit,
sich relativ zum Körper j in einer anderen Richtung als der Gelenkachse zu ver-
schieben. Ebenso nimmt es dem Körper i die Freiheit, bezüglich des Körpers j
zu rotieren. Abbildung 1.3b zeigt einDrehgelenk (Scharniergelenk, engl. revolu-
te (pin) joint), das nur Relativdrehungen zwischen den Körpern i und j zulässt.
Ein solches Gelenk nimmt also dem Körper i die Freiheit, sich bezüglich des Kör-
pers j zu verschieben. Das in Abb. 1.3c gezeigte Zylindergelenk (engl. cylindrical
joint) erlaubt dem Körper i, sich entlang der Gelenkachse gegen den Körper j zu
verschieben und um die Gelenkachse zu rotieren. Allerdings nimmt es dem Kör-
per i die Freiheit, sich entlang anderer Achsen bezüglich j zu verschieben bzw. um
eine andere als die Gelenkachse zu rotieren. Abbildung 1.3d schließlich zeigt ein
Kugelgelenk (engl. spherical (ball) joint), das relative Verschiebungen zwischen
den Körpern i und j verhindert; es erlaubt dem Körper i nur, um drei senkrecht
aufeinanderstehende Achsen gegen den Körper j zu rotieren.

Körper j

Schubgelenk

y

y

θ θ

Drehgelenk Zylindergelenk Kugelgelenk

Körper i Körper i Körper i

Körper i

Körper j Körper j

Körper j

(a) (b) (c) (d)

Abb. 1.3 Mechanische Gelenke.
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Abb. 1.4 Nocken- und Zahnradsysteme.

Andere Arten von Verbindungen, die häufig in mechanischen Systemen ver-
wendet werden, sind Nocken (engl. cams) und Zahnräder (engl. gears). Abbil-
dung 1.4 zeigt Beispiele. In Abb. 1.4a ist eine Nocke zu sehen, die die Rotationsbe-
wegung der Nocke in die gewünschte Auf- und Ab-Bewegung des Folgers (engl.
follower) umsetzt. Ein Zahnrad bzw. eine Zahnstange hingegen überträgt eine
bestimmte Art der Bewegung (Translations- oder Rotationsbewegung) von ei-
nem Körper auf einen anderen. Die in Abb. 1.4b gezeigten Zahnräder sollen die
Rotationsbewegung von einer Welle auf eine andere übertragen. Das Verhältnis
der Rotationsgeschwindigkeiten des Antriebs- und des angetriebenen Zahnrads
hängt vom Durchmesser derGrundkreise (engl. base circle) der beiden Zahnrä-
der ab.

1.3
Freiheitsgrade

Ein mechanisches System kann aus mehreren Körpern bestehen, die durch Ge-
lenke und Kraftelemente von verschiedener Art und in unterschiedlicher Zahl
verbunden sind. Die Freiheitsgrade eines Systems sind definiert als die Anzahl
der unabhängigen Koordinaten, die man benötigt, um die Konfiguration des Sys-
tems zu beschreiben. Die Anzahl der Freiheitsgrade hängt von der Anzahl der
Körper sowie von der Anzahl und der Art der Gelenke in dem System ab. Das
in Abb. 1.5 gezeigte Schubkurbelgetriebe (engl. slider crank mechanism) wird in
verschiedenen technischen Anwendungen eingesetzt, etwa in Automotoren und
Pumpen. Der Mechanismus besteht aus vier Körpern: Körper 1 ist der Zylinder
(die Führung), Körper 2 ist die Kurbel, Körper 3 die Pleuelstange und Körper 4
das Schubglied (meist der Kolben). Das Getriebe hat drei Drehgelenke und ein
Schubgelenk. Doch obwohl der Mechanismus aus mehreren Körpern und meh-
reren Gelenken besteht, hat er nur einen Freiheitsgrad, d. h., die Bewegung aller
Körper in diesem System lässt sich durch eine einzige unabhängige Variable be-
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Abb. 1.5 Schubkurbelgetriebe.
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Abb. 1.6 Viergelenkgetriebe (Gelenkviereck).

einflussen und beschreiben. In diesem Fall benötigt man nur eine Eingangskraft
(einen Motor oder ein Stellglied), um die Bewegung des Mechanismus zu steu-
ern. So erzeugt beispielsweise eine vorgegebene Rotationsbewegung der Kurbel
die gewünschte geradlinige Bewegung des Schubglieds. Wenn man die geradli-
nige Bewegung des Schubglieds als unabhängige Variable betrachtet, kann man
die Kraft auf das Schubglied so wählen, dass man die gewünschte Rotationsbe-
wegung der Kurbel OA erhält. In ähnlicher Weise muss man zur vollständigen
Beschreibung eines Mehrkörpersystems mit zwei Freiheitsgraden zwei eingelei-
tete Kräfte angeben, und um die Bewegung eines Systems mit n Freiheitsgraden
zu beschreiben, werden n Eingangskräfte benötigt.
Abbildung 1.6a zeigt ein weiteres Beispiel eines einfachen planaren Mechanis-

mus, des sogenannten Viergelenkgetriebes oder Gelenkvierecks (engl. four-bar
mechanism). Es hat ebenfalls nur einen einzigen Freiheitsgrad und ist in vielen
industriellen und technischen Anwendungen zu finden. Die Bewegung der ein-
zelnen Verbindungsstücke in diesem Mechanismus kann durch eine Eingangs-
kraft gesteuert werden, etwa indem man die Kurbel OA mit einem Motor in O
antreibt. Eine gewünschte Bewegungstrajektorie des Kopplungsglieds AB erhält
man durch eine passende Dimensionierung der Verbindungsstücke des Mecha-
nismus. Abbildung 1.6b zeigt die Bewegung, die der Mittelpunkt des Kopplungs-
glieds AB vollführt,wenn die KurbelOA desMechanismus eine vollständige Dre-
hung ausführt. Durch andere Abmessungen erhält man andere Bewegungstrajek-
torien.
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Abb. 1.7 Peaucellier-Inversor.

Abb. 1.8 Robotermanipulatoren.

Ein weiterer Mechanismus mit einem einzigen Freiheitsgrad ist der in Abb. 1.7
gezeigte Peaucellier-Inversor (engl. Peaucellier mechanism), ein Koppelgetrie-
be zur Überführung einer Kreisbewegung in eine Geradenbewegung und umge-
kehrt. Die Geometrie des Inversors ist so gewählt, dass BC = BP = EC = EP und
AB = AE gilt. Die Punkte A, C und P sollen immer auf einer Geraden durch A
liegen. Der Mechanismus erfüllt immer die Bedingung AC × AP = c mit einer
Konstante c, der sogenannten Inversionskonstante. Für den Fall AD = CD soll-
te der Punkt P sich exakt geradlinig bewegen.
Die Mehrzahl der mechanischen Systeme bildet geschlossene kinematische

Ketten mit einem einzigen Freiheitsgrad, in denen jeder Bestandteil mit min-
destens zwei anderen Bestandteilen verbunden ist. Beispiele für offene Ketten
mit mehreren Freiheitsgraden sind Robotermanipulatoren wie in Abb. 1.8. Sie
sind so konstruiert, dass sie einige Aspekte menschlicher Bewegungen nachbil-
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den können, und werden in vielen Anwendungen wie Schweißen, Lackieren, Ma-
terialtransport und Montage eingesetzt. Einige dieser Anwendungen erfordern
hohe Präzision, sodass ausgeklügelte Sensoren und Steuerungssysteme zum Ein-
satz kommen.
Während die Anzahl der Freiheitsgrade eines Systems eindeutig ist und von

dessen topologischer Struktur abhängt, ist die Art der Freiheitsgrade als solche
nicht eindeutig, wie vorhin beim Schubkurbelgetriebe gezeigt: In diesem einfa-
chen Mechanismus kann man die Rotation der Kurbel oder die Translation des
Schubglieds als den Freiheitsgrad des Systems ansehen. Je nachdem,welchen Frei-
heitsgrad man auswählt, lässt sich als Antrieb des Mechanismus ein Motor oder
ein Stellglied verwenden. Bei der Konstruktion und Steuerung von Mehrkörper-
systemen ist es entscheidend, die Freiheitsgrade des Systems genau zu kennen,
um die Bewegung zu erzeugen und zu steuern. Die Anzahl und die Art der Frei-
heitsgrade legen die Anzahl und die Art der Motoren und Stellglieder fest, die an
den Gelenken angreifen, um die Bewegung des Mehrkörpersystems zu erzeugen
und zu steuern. In Kapitel 3 werden einfache Kriterien angegeben, um die Anzahl
der Freiheitsgrade eines Mehrkörpersystems zu bestimmen. Diese Kriterien hän-
gen sowohl von der Anzahl der Körper in dem System als auch von Anzahl und
Art der Gelenke ab. Wenn die Komplexität des Systems zunimmt, kann die An-
wendung dieser Kriterien zur Bestimmung der Systemfreiheitsgrade allerdings in
die Irre führen. Aus diesem Grund gebe ich in Kapitel 6 ein numerisches Verfah-
ren an, mit dem sich die Freiheitsgrade auch in komplexenMehrkörpersystemen
bestimmen lassen.

1.4
Kinematische Analyse

In der kinematischen Analyse (engl. kinematic analysis) befassen wir uns mit
den geometrischen Aspekten der Bewegung der Körper, ohne die Kräfte zu be-
trachten, die diese Bewegung verursachen. In den klassischen Ansätzen der kine-
matischen Analyse bestimmtman zuerst die Freiheitsgrade. Dann entwickeltman
die kinematischen Zusammenhänge und drückt sie mithilfe der Systemfreiheits-
grade und deren zeitlichen Ableitungen aus. Der Schritt, die Orte und Orientie-
rungen der Körper in dem mechanischen System zu bestimmen, wird als Positi-
onsanalyse (engl. position analysis) bezeichnet. In diesem ersten Schritt werden
alle benötigten Auslenkungsvariablen bestimmt. Der zweite Schritt der kinema-
tischen Analyse ist dann die Geschwindigkeitsanalyse (engl. velocity analysis),
in der man die jeweiligen Geschwindigkeiten der Systembestandteile als Funk-
tion der zeitlichen Änderung der Freiheitsgrade bestimmt. Dazu kann man die
in der Positionsanalyse gewonnenen kinematischenZusammenhänge differenzie-
ren. Sobald die Auslenkungsvariablen und die Geschwindigkeiten bestimmt sind,
kann man mit dem dritten Schritt der kinematischen Analyse fortfahren, der so-
genannten Beschleunigungsanalyse (engl. acceleration analysis). Dabei werden
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Abb. 1.9 Robotermanipulator mit zwei Freiheitsgraden.

die Geschwindigkeitszusammenhänge nach der Zeit abgeleitet, sodass man die
jeweiligen Beschleunigungen der Körper in dem System erhält.
Um die drei Hauptschritte der kinematischen Analyse zu demonstrieren, be-

trachten wir den in Abb. 1.9 gezeigten Manipulator aus zwei Gliedern. Dieser
Manipulator hat zwei Freiheitsgrade, als die man die Winkel θ2 und θ3 auf-
fassen können, die die Orientierungen der beiden Glieder angeben. Wir set-
zen deren Längen mit l2 und l3 an. Die globale Position des Greifers ist in dem
XY -Koordinatensystemdurch die beidenKoordinaten rx und r y bestimmt. Diese
Koordinaten lassen sich mithilfe der beiden Freiheitsgrade θ2 und θ3 folgender-
maßen ausdrücken:

rx = l2 cos θ2 + l3 cos θ3

r y = l2 sin θ2 + l3 sin θ3

}
(1.1)

Beachten Sie, dass die Position eines beliebigen Punkts auf den Gliedern des Ma-
nipulators sich im XY -Koordinatensystem mithilfe der Freiheitsgrade θ2 und θ3
bestimmen lässt. Gleichung (1.1) fasst den Schritt der Positionsanalyse zusam-
men.Wenn θ2 und θ3 bekannt sind, kannman die Position desGreifers oder jedes
anderen Punkts auf den Gliedern des Manipulators angeben.
Die Geschwindigkeitsgleichungen erhält man, indem man die Positionsglei-

chungen (1.1) nach der Zeit differenziert. Dann ergibt sich

ṙx = −θ̇2l2 sin θ2 − θ̇3l3 sin θ3

ṙ y = θ̇2l2 cos θ2 + θ̇3l3 cos θ3

}
(1.2)
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Wenn die Freiheitsgrade θ2 und θ3 sowie deren Zeitableitungen gegeben sind,
dann kann man die Geschwindigkeit des Greifers mithilfe der eben hergeleiteten
kinematischen Gleichungen bestimmen. Es lässt sich auch zeigen, dass man die
Geschwindigkeit eines beliebigen anderen Punkts auf dem Manipulator in glei-
cher Weise bestimmen kann.
Wenn man die Geschwindigkeitsgleichungen (1.2) nach der Zeit differenziert,

erhält man folgende Gleichungen für die Beschleunigung des Greifers:

r̈x = −θ̈2l2 sin θ2 − θ̈3l3 sin θ3 − (θ̇2)2 l2 cos θ2 − (θ̇3)2l3 cos θ3

r̈ y = θ̈2l2 cos θ2 + θ̈3l3 cos θ3 − (θ̇2)2l2 sin θ2 − (θ̇3)2l3 sin θ3

}
(1.3)

Wenn also die Freiheitsgrade sowie deren erste und zweite zeitliche Ableitung
bekannt sind, kann man die absolute Beschleunigung des Greifers (oder die Be-
schleunigung eines beliebigen anderen Punkts auf demManipulator) berechnen.
Beachten Sie, dass es zur Bestimmung der Systemkonfiguration nicht nötig ist,

die Kraftgleichungen zu bestimmen, wenn die Freiheitsgrade sowie deren erste
und zweite zeitliche Ableitung bekannt sind. Die kinematischen Gleichungen für
Position, Geschwindigkeit und Beschleunigung reichen aus, um die Koordinaten,
Geschwindigkeiten und die Beschleunigungen aller Punkte auf den Bestandtei-
len eines Mehrkörpersystems anzugeben. Ein System, für das alle Freiheitsgrade
bekannt sind, heißt kinematisch bestimmtes System (engl. kinematically dri-
ven system). Wenn einer oder mehrere Freiheitsgrade des Systems nicht bekannt
sind, muss man allerdings mithilfe der Bewegungsgesetze die Kraftgleichungen
aufstellen, um die Systemkonfiguration zu bestimmen. Ein solches Systemwird in
diesem Buch als dynamisch bestimmtes System bezeichnet (engl. dynamically
driven system).
In den klassischenAnsätzenmussman sich auf seine Intuition verlassen, umdie

Freiheitsgrade des Systems auszuwählen. Wenn das System eine komplexe topo-
logische Struktur hat oder aus einer großen Anzahl von Körpern besteht, können
beim Einsatz der klassischen Verfahren allerdings Schwierigkeiten auftreten: Die-
se Verfahren führen für einfache Mechanismen zwar zu einfachen Gleichungen,
für die Analyse einer großen Klasse von Anwendungen mechanischer Systeme
eignen sie sich jedoch nicht. Viele der grundlegendenKonzepte in den klassischen
Ansätzen sind jedoch dieselben, wie sie auch für moderne Computerverfahren
verwendet werden.
In Kapitel 3 werden zwei Ansätze für kinematisch bestimmte Mehrkörper-

systeme diskutiert: der klassische und der Computeransatz. Im klassischen
Ansatz, geeignet für die Analyse einfacher Systeme, nimmt man an, dass die
Systemfreiheitsgrade sich leicht erkennen lassen und dass man alle kinemati-
schen Variablen unkompliziert mithilfe der Freiheitsgrade ausdrücken kann. Bei
komplexeren Systemen wird es jedoch notwendig, ein anderes, computergestütz-
tes Verfahren wie den Computeransatz zu verwenden. Hier formuliert man
zunächst die kinematischen Bedingungsgleichungen, die die mechanischen Ge-
lenke und die vorgegebenen Bewegungstrajektorien beschreiben; das führt zu
einem relativ großen System nichtlinearer algebraischer Gleichungen, die sich
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durch Computer und numerische Methoden lösen lassen. Dieses Computer-
verfahren kann als Ausgangspunkt für die Entwicklung vielseitig verwendbarer
Computerprogramme dienen, mit denen sich eine große Klasse von kinematisch
bestimmten Systeme – wie in Kapitel 3 diskutiert – behandeln lässt.

1.5
Kraftanalyse

Die Kräfte in einem Mehrkörpersystem kann man einteilen in Trägheitskräfte,
äußere Kräfte und Gelenkkräfte. Trägheit (engl. inertia) ist die Eigenschaft ei-
nes Körpers, die den Widerstand gegen jegliche Änderung seines Bewegungs-
zustands verursacht. Eine Trägheitskraft hängt im Allgemeinen sowohl von der
Masse und der Form des Körpers als auch von seiner Geschwindigkeit und der
Beschleunigung ab. Wenn ein Körper in Ruhe ist, sind seine Trägheitskräfte null.
Gelenkkräfte (engl. joint forces) sind die Reaktionskräfte, die deswegen entste-
hen, weil die verschiedenen Teile eines Mehrkörpersystems miteinander verbun-
den sind. Man bezeichnet diese Kräfte manchmal auch als innere Kräfte oder
Zwangskräfte (engl. constraint forces). Nach dem dritten Newton’schen Gesetz
sind die Reaktionskräfte zwischen zwei miteinander verbundenen Körpern ent-
gegengesetzt gleich (d. h. gleicher Betrag, aber entgegengesetzte Richtung). In die-
sem Buch werden alle diejenigen Kräfte, die weder Trägheits- noch Gelenkkräfte
sind, als äußere Kräfte (engl. external forces) bezeichnet. Beispiele dafür sind Fe-
der- und Dämpferkräfte, Drehmomente von Motoren, Kräfte von Stellgliedern
oder Gravitationskräfte.
Während wir uns in der Kinematik nur mit Bewegungen befassen, ohne die

verursachenden Kräfte zu betrachten, sind wir bei der dynamischen Analyse an
der Bewegung und den ihr zugrunde liegenden Kräften interessiert. Anders als
bei einer statischen oder kinematischen Analyse, in der man nur algebraische
Gleichungen verwendet, ist in der dynamischen Analyse die Bewegung eines
Mehrkörpersystems durch Differentialgleichungen zweiter Ordnung bestimmt.
In diesem Buch werden verschiedene Verfahren für die dynamische Analyse
von mechanischen Systemen behandelt, die aus miteinander verbundenen star-
ren Körpern bestehen. Um die Herleitungen in den späteren Kapiteln nach-
vollziehen zu können, wird nur vorausgesetzt, dass der Leser mit dem zweiten
Newton’schen Gesetz vertraut ist. Nach diesem Gesetz ist die auf ein Teilchen
wirkende Kraft gleich der Änderungsrate des Teilchenimpulses. Das zweite New-
ton’sche Gesetz führt – zusammen mit den Euler’schen Gleichungen für die
Rotation eines starren Körpers – auf die dynamischen Bedingungen für die star-
ren Körper. Mit dem d’Alembert’schen Prinzip, nach dem man Trägheitskräfte
wie wirkende Kräfte behandeln kann, lässt sich das schlagkräftige Prinzip der
virtuellen Arbeit herleiten. Lagrange nahm dieses Prinzip als Ausgangspunkt für
die Herleitung seiner dynamischen Gleichung, die mithilfe der (skalaren) Arbeit
und Energie ausgedrückt wird. Das d’Alembert’sche Prinzip, das Prinzip der vir-
tuellen Arbeit und die Lagrange-Gleichungen werden im Detail in den Kapiteln 4
und 5 diskutiert.
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1.6
Dynamische Gleichungen und ihre unterschiedlichen Formen

Abhängig von der Anzahl der Koordinaten, die man zur Definition der Konfi-
guration des mechanischen Systems auswählt, kann man unterschiedliche Glei-
chungsstrukturen erhalten und somit verschiedene Lösungsverfahren anwenden.
Einige der Formulierungen führen zu Gleichungen, die mithilfe der Zwangskräfte
ausgedrückt werden, bei anderen Formulierungen hingegen fallen die Zwangs-
kräfte automatisch heraus. Beispielsweise kann man die Bewegungsgleichungen
für ein einfaches System wie den Block in Abb. 1.10 mithilfe eines minimalen
Satzes von unabhängigen Koordinaten formulieren, man kann aber auch einen
redundanten Satz von Koordinaten verwenden, die nicht vollständig unabhängig
sind. Da das System einen Freiheitsgrad hat – entsprechend der Bewegung in ho-
rizontaler Richtung –, genügt eine einzige Gleichung, um die Konfiguration des
Blocks zu definieren. Diese Gleichung lässt sich einfach schreiben als

mẍ = F (1.4)

Darin ist m die Masse des Blocks, x ist seine Koordinate, und F ist die auf den
Block wirkende Kraft. Beachten Sie, dass man die obige Gleichung bei gegebe-
ner Kraft nach der Beschleunigung auflösen kann. Beachten Sie auch, dass die
obige Gleichung keine Reaktionskräfte enthält, weil die Bewegung mithilfe des
Freiheitsgrades beschrieben wird. Wie wir in den folgenden Kapiteln sehen wer-
den, ist es immermöglich, einen Satz von dynamischenGleichungen aufzustellen,
in denen keine Zwangskräfte vorkommen, wenn man Freiheitsgrade nutzt. Das
Prinzip der virtuellen Arbeit der Dynamik gibt uns ein kraftvolles Werkzeug
an die Hand, mit demwir systematisch einen Satz von dynamischen Gleichungen
für einMehrkörpersystemmit Zwangsbedingungen aufstellen können, ohne dass
diese Gleichungen die Zwangskräfte enthalten. Dieses Prinzip wird ausführlich in
Kapitel 5 behandelt.
Ein weiterer Ansatz, mit demman Bewegungsgleichungen für das in Abb. 1.10

gezeigte einfache System aufstellen kann, ist die Verwendung von redundanten
Koordinaten. Wir könnten beispielsweise die Dynamik des Blocks mithilfe der
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Abb. 1.10 Formen der Bewegungsgleichung.


